Dinamica del Sélido Rigido




Sélido Rigido

Movimiento del solido rigido

Momento angular del sélido rigido

Momento de inercia
Rotacion de sdlidos
Objetos rodantes
Equilibrio del sdlido rigido

Analogia entre cinemdtica y dinadmica lineal y angular.



Momento angular o
cinético




Definicibn de momento angular o cinético

Consideremos una particula de masa m, con un vector de posicion r y que se mueve
con una cantidad de movimiento p = mv’

Z

—_ -

ﬁ
L=rXp
El momento angular instantaneo L de la particula relativo al origen O se define como el producto

vectorial de su vector posicion instantaneo y del momento lineal instantaneo






” Definicion de momento angular o cinético

Tanto el médulo, la direccion como el
sentido del momento angular
dependen del origen que se elija

L=7%%xp=7x(md)

= m(7 X V)

Direccion: perpendicular al plano formado por vy

Sentido: regla de la mano derecha

Médulo: |Z| = m |7| || sene Unidades SlI: kg * m2/s
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Vector L: Casos particulares

es maxima cuando 7 L p (es perpendicular a). En ese momento la particula se mueve
exactamente igual que si estuviera en el borde de una rueda que gira alrededor del origen en
el plano definido por 7 y p (movimiento circular).

Z’ _ cuando 7 || p (son paralelos). Es decir, cuando la particula se mueve a lo largo de una
linea recta que pasa por el origen tiene un momento angular nulo con respecto a ese
origen

ﬁ

L es maxima cuando 7 L p (es perpendicular a). En ese momento la particula se mueve
exactamente igual que si estuviera en el borde de una rueda que gira alrededor del origen en
el plano definido por 7 y p (movimiento circular).

\

Médulo |Z| = mvr = mwr?

= mr-w

Direccién y sentido [, | w




Angular momentum = mvr
M = [Mass

v = velocity

r = radius

m,. V,
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L, =rmvy +r,m,v,

L, =r‘fmw+rimy,w

L, = [mr{+m,rélow = lw

L, = lw [ = mqri+m,rs
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| = Momento de Inercia respecto al punto O

= ¢ r%dm

- R
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| = Momento de Inercia respecto al punto O

I=fr2dm

L, = lw
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L, = lw

sense of
rotation of
the wheel
0]
Angular — Moment of X Angular
Momentum Inertia Velocity
L = lo The right hand
Anaul rule for angular
ngular quantities.
momentum

vector.



| W __ Angular _  Moment of Angular

Momentum ~—  Inertia X Velocity
L = | X o
Linear 1
W _
m Momentum Mass X  Velocity

L=Ilw

¢ _
W P = m X V

The X implies simple multiplication here.



Conservacion del momento angular
dL  d(r X p)
dt dt

=

T

~



Conservacion del momento angular
ﬁ
dL
dt

En general, si sobre la particula actuase mas de una fuerza

dL . dP
=— ZFZE

Ecuacion analoga para las rotaciones de las segunda ley de Newton para las traslaciones

>
T

~y

Esta ecuacion es valida:

- so0lo si los momentos de todas las fuerzas involucradas y el momento angular se miden
con respecto al mismo origen.

-valida para cualquier origen fijo en un sistema de referencia inercial.
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Cinematica de rotacion: cuerpo rigido con aceleracion angular constante

Kinematic Equations for Rotational and Linear

Motion Under Constant Acceleration

Rotational Motion

About Fixed Axis Linear Motion
Wr= W, + at V= v, T at
+ w;t + j« 2 xr= x; + vjt + -
f{ - iﬂ + Qa(e‘fo —te) vfg = 4 +v2ta(x?6f x;)
0r=0; + (wz-l—wf)t xf=xi+%(vi+ Up) t

Las expresiones cinematicas para el movimiento de rotacion bajo aceleracion angular
constante tienen la misma forma matematica que las del movimiento de traslacion bajo
aceleracion de traslacion constante, sustituyendo




Que relacion hay entre las velocidades angulares de las ruedas dentadas (plato y
pinon) de una bicicleta y el numero de dientes de cada rueda?

La cadena es inextensible y no resbala, asique tiene la
misma velocidad tangencial v en ambas ruedas.

- %\ :
dentada
trasera

V= Tnrnw; =rnw; ﬂ=r—1

W, 1

La rapidez angular es inversamente proporcional al radio. Sean N1 y N2 los
nameros de dientes, la condicion de equiespaciado de los dientes en cada

rueda dentada es: ) /\)Hdelamera
2T _ 2™ opien 1_M Wyl _ Ny
Ny N, r, Ny W1 N2

La rapidez angular de cada rueda dentada es inversamente proporcional al numero de dientes. En
una bicicleta de varias velocidades obtendremos la maxima velocidad angular w, de la rueda

: N Lo
trasera para un pedaleo dado w; cuando el cociente ~ €s maximo.
2



Analogias entre rotaciones y traslaciones

Traslaciones

Una fuerza neta sobre una particula
produce un cambio en el momento lineal
de la misma

Rotaciones

Un torque neto sobre wuna particula
produce un cambio en el momento
angular de la misma

Una fuerza neta actuando sobre una particula  Una torque neto actuando sobre una particula es
es igual a la razon de cambio temporal del igual a la razon de cambio temporal del momento
momento lineal de la particula angular de la particula



Momento angular de una particula en un movimiento circular

Supongamos una particula qgue se mueve en el plano xy en un movimiento circular de radio r.

Hallar la magnitud y direccion de su momento angular con respecto al origen O si su velocidad lineal
es v.

g Como el momento lineal de la particula esta
en constante cambio (en direccidn, no en
IR magnitud), podriamos pensar que el momento

2 \ angular de la particula también cambia de

y \ manera continua con el tiempo

| 0 !
\ / Sin embargo este no es el caso

Direccion
Magnitud

, 5 Perpendicular al plano de la pantalla'y saliendo
L = mursin90° = mor hacia fuera (regla de la mano derecha)

Una particula en un movimiento circular uniforme tiene un momento angular constante con
respecto a un eje que pase por el centro de la trayectoria




Momento angular total de un sistema de particulas

El momento angular total de un sistema de particulas con respecto a un determinado punto
se define como la suma vectorial de los momento angulares de las particulas individuales
con respecto a ese punto.

En un sistema continuo habria que reemplazar la suma por una integral



Momento angular de un solido rigido en rotacion

Consideremos una placa que rota alrededor de un eje perpendicular y que coincide con el eje z de
un sistema de coordenadas

Cada particula del objeto rota en el plano xy alrededor
del eje z con una celeridad angular w .

El momento angular de una particula de masa m; que rota
en torno al eje z es

)

Y el momento angular del sistema angular (que en este caso
particular solo tiene componente a lo largo de z)

Extraido de la pagina del Prof. Javier Junquera ( http://personales.unican.es/junqueraj )
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 Observaciones

En general, la expresion FASIEBE no siempre es valida.

Si un objeto rigido rota alrededor de un eje arbitrario, el momento angular y la velocidad angular

podrian apuntar en direcciones diferentes.
En este caso, el momento de inercia no puede ser tratado como un escalar.

Estrictamente hablando, JBIE®] se aplica solo en el caso de un solido rigido de cualquier forma
gue rota con respecto a uno de los tres ejes mutuamente perpendiculares (denominados ejes

principales de inercia) y que pasan por su centro de masa.



Si la masa de un sistema aislado que rota sufre un redistribuciéon, el momento
de inercia I cambia

Como la magnitud del momento angular del sistema es

L=Ilw

AL Remember,
Si no hay torques externos ‘ Toxt = A_t =0 (AL = Ly — L )

Entonces vale lo que llamamos ‘ley de conservacion del momento angular’ requiere que el

producto L — Ia)

permanezca constante. Por lo tanto Ly =L;

Iiwi: Ifa)f: cte.

Es decir, para un sistema aislado, un cambio en | requiere un cambio en ®



Problema -

Como se muestra en la figura, una fuerza constante de 40 N se
aplica tangencialmente al borde de una rueda de 20 cm de radio.
La rueda tiene un momento de inercia de 30 kg.m?2.

Encuentre

a) la aceleracion angular,

b) larapidez angular después de 4.0 s si parte del reposo y
c) el numero de revoluciones realizadas en 4.0 s.

d) Demuestre que el trabajo efectuado sobre la rueda en los 4.0 s es igual a la E-de la rueda al

cabo de los 4.0 s.




Sol.

a) Utilizando 7 = Ja. se obtiene
(40N)(0.20m) = (30 kg - m?) a

de donde a = 0.267 rad/s* 0 0.27 rad/s>.

Se usa w, = w, + at. para encontrar la rapidez angular final.

b)
r
w. =0 +(0.267 rad/s?)(4.0s) = 1.07rad/s = 1.1 rad/s

t= %(mj_—l— )1, se tiene

c¢) Envirtud de que 6 = @
0= 1(1.07rad/s)(4.0s) = 2.14 rad

que equivale a 0.34 revoluciones.

d) Se sabe que trabajo = torca X 6. por ende
Trabajo = (40N X 0.20m)(2.14 rad) = 1717J

Note que deben usarse radianes. La EC_final es §Jw f . por tanto
EC = 3(30kg - m?)(1.07 rad/s)* = 1717

El trabajo realizado es igual a la EC..




Dos esferas 1guales de masas 6 kg v 20 cm de radio estan

P ro b I e m a . . montadas como se indica en la figura, v pueden deslizar a lo

largo de una varilla delgada de 3 kg de masa v 2 m de

longitud. El conjunto gira libremente con una velocidad
angular de 120 rpm respecto a un eje vertical que pasa por el
centro del sistema.

Inicialmente los centros de las esferas se encuentran fijos a 0.5
m del eje de giro. Se sueltan las esferas vy las esferas deslizan
por la barra hasta que salen por los extremos. Calcular:

* Lavelocidad angular de rotacion cuando los centros de las esferas se encuentran en los extremos de la varilla.

* Hallar la energia cinética del sistema en los dos casos.

Rta.

Conservacion del momento angular

C13.5742(26.022+6 052 _am2m _
,=23.2242(26-027+6-05%)  w©, =22 —4nrad/s

L=2-3-2°+2(36-022+6-1%)
Lw, =1,w, w, = 1.27nrad/s
Variacion de la energia cinética

By = [0} = 330.99]

Eyy = 5 L0} = 105.20]

http://www.sc.ehu.es/sbweb/ocw-fisica/problemas/solido/conservacion/problemas/conservacion_problemas.xhtml



http://www.sc.ehu.es/sbweb/ocw-fisica/problemas/solido/conservacion/problemas/conservacion_problemas.xhtml

Dos nifios de 25 kg de masa cada uno estan situados en el

P ro b I e m a fﬁ borde de un disco de 2.6 m de didmetro y 10 kg de masa.

El disco gira a razon de 5 rpm respecto del eje

perpendicular al disco y que pasa por su centro.

-
e ,Cual sera la velocidad angular del conjunto si cada
nifio se desplaza 60 cm hacia el centro del disco?.
e Calcular la variacion de energia cinética de rotacion del
sistema, y explica la causa del incremento de energia.
Rta.
Conservacion del momento angular
1 5-2m s
I;=510-13"+2(25-13%)  w; ="+ =< rad/s
_1.n.1122 P
I, =510-132+2(25-0.7%)
Lw, =1,w, w, = 1.48rad/s
Variacion de la energia cinética
1 o w
dEZEkz—Ekl251'2{02—5110)1:27.2] L-—‘j
& - : .
! La fuerza sobre un nifio para que describa un movimiento
/ circular de radio » es F=mw?r, cuando la plataforma gira con

L velocidad angular w. El trabajo de la fuerza F cuando el nifio
pasa de la posicion inicial (en el borde) a la posicion final (hacia
el centro) incrementa la energia cinética de rotacion.

http://www.sc.ehu.es/sbweb/ocw-fisica/problemas/solido/conservacion/problemas/conservacion problemas.xhtml



http://www.sc.ehu.es/sbweb/ocw-fisica/problemas/solido/conservacion/problemas/conservacion_problemas.xhtml

Repaso de las relaciones entre las magnitudes de rotacion y traslacion

Cuando un cuerpo rigido gira alrededor de un eje fijo, cada particula del cuerpo
se mueve alrededor de un circulo cuyo centro es el eje de giro
)J

Una particula de un cuerpo rigido en rotacion se
mueve en un circulo de radio r alrededor del eje z

i Dado que la particula se mueve en una trayectoria
circular, su vector velocidad es siempre perpendicular

0 \ :
a la trayectoria

/ (la llamamos Velocidad tangencial)




Relaciones entre las magnitudes de rotacion y traslacion

El médulo de la velocidad tangencial viene dado por

Donde s es la distancia recorrida por la particula a
lo largo de la trayectoria circular

El modulo de la velocidad tangencial de la particula es igual a la distancia de la particula al eje
de giro multiplicada por la velocidad angular de la particula



Relaciones entre las magnitudes de rotacion y traslacion

Cuando un cuerpo rigido gira alrededor de un eje fijo, cada particula del cuerpo se mueve
alrededor de un circulo cuyo centro es el eje de giro

3 Una particula de un cuerpo rigido en rotacion se mueve en un
circulo de radio ralrededor del eje z

B El médulo de la velocidad tangencial de la particula es igual a la
f distancia de la particula al eje de giro multiplicada por la
r VS velocidad angular de la particula
0 \

! X
O I
/

Aungue cada punto del sélido rigido tenga la misma velocidad angular, no todos los puntos tienen la misma
velocidad tangencial, puesto que r cambia de punto a punto.

La velocidad tangencial de un punto en un objeto que rota aumenta segun nos separamos del eje de giro




Relaciones entre las magnitudes de rotacion y traslacion

Podemos establecer una relacion entre la aceleracion angular de la particula y su aceleracion
tangencial a; , cuya componente es tangente a la trayectoria del movimiento

La componente tangencial de la aceleracion de traslacion de una particula que experimenta un
movimiento circular es igual a la distancia de la particula al eje de giro multiplicada por la
aceleracion angular



Relaciones entre las magnitudes de rotacion y traslacion

Pero la aceleracion de traslacion también tiene una componente centripeta




Energla cinetica rotacional Supongamos una particula en una cuerda girando

circularmente. Cada una de esas particulas tiene
una energia cinética caracterizada por su masay el
modulo de su velocidad tangencial

, . 1 5
( =—mv
©c 2
1 2 1 2
ETZEC1+EC2=Em1v 1+Em2v 2

Todas las particulas tienen la misma celeridad angular, PERO las celeridades tangenciales
individuales dependeran de su distancia al eje de rotacion

Vi =wrj
1 2 1 2 1 1 1
E.= SV tomavy = Emlrlz w? + Emzrzz w? = 5 |mim 2 + myr,? |w?

2
1
EC=§ Zmiriz w?
i=1



Energia cinética rotacional

)

2
1 | h 1
EC:E(Zmiri2>w2 S vV o kT
L=

E —11 2
C_Z W

El momento de inercia se define como

n
[ = 2 m; (1;)°
i=1

Tiene por dimensiones ML?, siendo sus unidades en el Sl (kg ® m?)



Energia cinética rotacional

Supongamos que podemos considerar el objeto

como un conjunto de particulas que rotan alrededor

. del eje z con una celeridad angular |

Z axl1S

Cada una de esas particulas tiene una energia

cinética caracterizada por su masa y el modulo de
su velocidad tangencial

Todas las particulas tienen la misma celeridad angular, PERO
S | las celeridades tangenciales individuales dependeran de su
“ distancia al eje de rotacion

La energia cinética total del soélido rigido vendra dada por la suma de las energias cinéticas
de todas las particulas que lo componen




Energia cinética rotacional

z axis La energia cinética rotacional toma el valor

=

La energia cinética rotacional no es una nueva forma
de energia.

Simplemente se trata de energia cinética ordinaria (se
ha calculado como la suma de la energia cinética de
las particulas contenidas en el solido rigido).

Sin embargo, la nueva expresion matematica es mas
conveniente cuando tratamos con rotaciones
(siempre que sepamos como calcular el momento de
inercia)

Ahora, en el lado correspondiente al almacenamiento, dentro de la ecuacion de conservacion de la
energia, deberemos ahora considerar que el término de la energia cinética es la suma de los cambios
tanto en la energia cinética de traslacion como de rotacion.



Energia cinética rotacional

La energia cinética total de un cuerpo que rota es la suma de la energia cinética de
rotacion y la energia cinética traslacional del centro de masas

M
- 7.2 2
0}
X
h 4
l e VoM

Si las fuerzas que actian sobre un sistema son conservativas, la energia
mecanica del sistema se conserva (es una constante)




Analogia entre la energia cinética asociada con las rotaciones y la
energia cinética asociada con movimiento lineal

La energia cinética de traslacion La energia cinética rotacional
1 2 1 2
K= —-mv K=—=lw
2 2
El papel de ... ... lo juega
m [
—
%
v ),

Esto va a ocurrir cada vez que comparemos una ecuacion del movimiento lineal
con su correspondiente analogo en el movimiento rotacional

El momento de inercia es una medida de la resistencia de un objeto a cambiar su
estado de movimiento rotacional



Analogias y diferencias entre masa y
momento de inercia

Masa Momento de inercia
Analogias
Es una medida de la resistencia de un objeto a Es una medida de la resistencia de un objeto a
cambiar su estado de movimiento lineal cambiar su estado de movimiento rotacional
Diferencias
Es una propiedad intrinseca del objeto Depende de la eleccion del eje de rotacidon
(asumiendo velocidades no relativistas) (no hay un valor Unico del momento de inercia

de un objeto).
No soOlo depende de la masa, sino de cOmo esta
distribuida la masa alrededor del eje de giro.

Es un escalar Es un tensor



Calculo del momento de inercia en un sistema discreto

n
. i L Sistema discreto 2
Ejemplo: cuatro pequeias esferas estan unidas a (rl)
las cuatro esquinas de un marco de masa despreciable que esta situado sobre el =1
plano xy. Si la rotacion se produce alrededor del eje y con celeridad angular o,
calcular:

- el momento de inercia I, con respecto al eje y
- la energia cinética de rotacidon con respecto a dicho egje.

m

m



Calculo del momento de inercia en un sistema discreto

Sistema discreto

Las dos esferas de masa m que estan situadas en el eje
y no contribuyen a I,

n
I, = z m;(r;)? = Ma?+ Ma? = 2Ma?
=1 My
1 ) 1
Ec =sl,w* = z(ZMaz)a)2 = Ma?w?

Las dos esferas de masa m no se mueven alrededor
del eje y y, por tanto, no tienen energia cinética

m

m

Zn: (1)



Calculo del momento de inercia en un sistema discreto

Ejemplo: cuatro pequefas esferas estan unidas a las cuatro esquinas de un marco de masa
despreciable que esté situado sobre el plano xy. Si la rotacion se produce alrededor del eje z con

celeridad angular o, calcular:

- el momento de inercia |, con respecto al eje z
- la energia cinética de rotacion con respecto a dicho eje.

Dado que r; representa la distancia perpendicular al
eje de giro

m;(r;)®> = Ma® + Ma?* + mb? + mb? = 2Ma® + 2mb*

'M=

I
[N

p—

1
Ec =sLw* = E(ZMa2 + 2mb?)w? = (Ma? + mb?)w?

N

M ~

Sistema discreto

n
I = z m;(1;)*
i=1

m . M

m

El momento de inercia y la energia cinética de rotacién asociada a una celeridad angular determinada cambia

con respecto al eje de giro



Calculos de momentos de inercia

&

X Ki/{ ﬂt}

< Placa plana

Ix=jy2dm

S
X : I, = sz dm

Sistema discreto

)

J

n
I, = z m;(r;)?
i=1

Sistema continuo

I,=[r“dm=[(x*+y*)dm

L L= [(x* +yHDdm =1, +1,
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o = — A=7TR2

dA = 2mr dr
dm = o dA

R R R
I = j rédm = j réoc dA = j rég2mr dr
0 0 0

R - R R4
I = Znaj r3dr = 2no [—] = 2710 (— — O)
) i) 4

1

R* M R* I _ 2
I=2n07=27'[n_R24 — —MR

2




_ 2 _ az _ x_3
[ = |r“dm = x“obdx = ob 3 dm M M
0




Momentos de inercia de diferentes
solidos rigidos con respecto a
determinados ejes

Table 10.2
Moments of Inertia of Homogeneous Rigid Objects

with Different Geometries

Hoop or thin o
cylindrical shell L

=)

Hollow cylinder
1
Iy = §M(R12 + Ry?%)

=

Solid cylinder © | Rectangular plate

s
or disk
) R Ion = £ M(a2 + 02) , —3
Iow = 5 MR? 12 > o
—

il

Long thin rod N |
with rotation axis

s
through center /J
L

1
Icy = is ML?

Long thin (%
rod with

rotation axis
through end

_ 1 2
I= 3 ML
Solid sphere ‘1; | w_, Thin spherical
Lo ) MR2 shell
M5 Ien = 5 MR?




Mediante un torno de engranaje (grua) se procede a levantar un coche de m=1200 kg de la forma
gue se muestra en la figura. El coche esta a h=5.0 m sobre la superficie del agua. En ese instante
se rompen los engranajes de la grua y el coche cae desde el reposo. Durante la caida del coche
no hay deslizamiento entre la cuerda (sin masa) la polea, y el tambor.

El momento de inercia del Tambor
es Irampor = 320 kg.m? y el de la
polea es Ip,pq = 4kg.m? . El
radio del Tambores Ry =0,80m y
el de la polea es Rp =0,30m.
Calcule la velocidade com la que
el coche golpea la superficie del
agua.




Ev:=E Ey = E, + Ep+ Ep
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Mi Mf
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Ep; = Mg h Ec; = E;
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Epf=0

1 2
=—M_.v
Ecr = ZMch f

2 Irwp?
+=1Ip
=—Ipw
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Ep; = E¢;t Ep;

1
Mchvfz + _IPCUPZ + _IT(UT

1

2

2
1 ) 1 Vg 1
Mchghzchhvf +§Ip R_p +§IT

Mg h=2v2 (Mo + (225 ) + (=2
chd _va ch RPZ RTZ

vf = CL)TRT = (l)pRp




Teorema de Stelner

Los momentos de inercia de solidos rigidos con una geometria simple (alta simetria) son
relativamente faciles de calcular si el eje de rotacidn coincide con un eje de simetria.

Sin embargo, los calculos de momentos de inercia con respecto a un eje arbitrario puede ser
engorroso, incluso para solidos con alta simetria.

El Teorema de Steiner (o teorema del eje-paralelo) a menudo simplifican los calculos.

Premisa: Supongamos que conocemos el momento de inercia con respecto a
un eje que pase por el centro de masas de un objeto,

Teorema: Entonces podemos conocer el momento de inercia con respecto a cualquier otro eje
paralelo al primero y que se encuentra a una distancia D




Teorema de Steiner: demostracion

Axis

through
Rotation — oM 5

axis

Supongamos gue un objeto rota en el
plano xy alrededor del eje z.

Supongamos ademas que las coordenadas
del centro de masas son x.y € Veu

Tomemos un elemento de masa dm situado en las coordenadas(x, y).

La distancia desde este elemento al eje de rotacion (eje z) es r = /x% + y2.

Y el momento de inercia con respecto al eje z vale N ‘



Teorema de Steiner: demostracion

Axis
. | —through
Tomemos un elemento de masa dm e oM
situado en las coordenadas(x, y). /

Si ahora escogemos un sistema de
coordenadas con origen en el centro de
masas del objeto, las nuevas coordenadas del
elemento de masa seran (x',y’).

r=1 + TCM Y= y’ + Yom

L :f [(:p —|—£UCM)2 + (y +yCM)2] dm,

' 2 / 2 ! 4
— / [(:L) R (y) ] dm + QCCCM/I dm + 2ycwm /?J dm + (x¢n + Yen) /dm

= Icm + M D?




5.- Emplear el teorema de Steiner para hallar el momento de inercia de
una esfera maciza alrededor de un eje tangente a la esfera.

Segun el teorema de
Steiner:

I=1Icy +M a?

a=R=1=Ipy +MR?




Segun el teorema de

5.- Emplear el teorema de Steiner para hallar el momento de inercia de 2

una esfera maciza alrededor de un eje tangente a la esfera.
==z 2
I =7 cMmM + M a

I=§MR2+MR2=EMR2 a=R=1=Igy + MR

2
I=§MR2+M(I+R)2

2
I=§MR2+M(Z+R)2

SIR K1
| ~=MR? + M [?




Rodamiento sin Deslizamiento

V=R w

Eje de rotacion instantanea



Cuanto vale la E- de un objeto que rueda sin deslizar?

La energia cinética total de un cuerpo que rota es la suma de la energia cinétic
rotacion y la energia cinética traslacional del centro de masas

®

EC — EC_Traslacion + EC_rotacion
A

> PPRN.N
R

Del Centro de Masas Respecto de un eje que
pase por el Centro de Masas

_lap2 1 2
Ec =5 Mvey+ S leyw

Ademas tenemos la relacidon entre ambos términos

vCM:R w



Cuanto vale la E- de un objeto que rueda sin deslizar?

La energia cinética total de un cuerpo que rota es la suma de la energia cinética de
rotacion y la energia cinética traslacional del centro de masas
M

Ey = Ect Ep

3
EM = %MU%M'F %ICMC()Z + M g h T\\“ 0

HH'\-\.H'):
h

l (&) l."'f \V( M

Si las fuerzas que actian sobre un sistema son conservativas, la energia mecanica del sistema se
conserva (es una constante)

1 1
Ey = EMU§M+ ~Icyw? + M g h = constante

h es la altura de qué?



Como se muestra en la figura, una esfera solida uniforme rueda sobre una superficie horizontal a
20 m/s y luego rueda hacia arriba sobre un plano inclinado. Si las pérdidas debidas a la friccion son

despreciables, ¢cual sera el valor de h en el lugar donde se detiene la esfera?
Ey = Ect Ep Eymi = Epy

Ey =~ Mvkyt=Ieyw? + M g h

1 1
Emi = S Mvéy+ S Ieyw? + 0

Epy =0+ 0+ Mgh

1, 5 1 5 " NN N
2 Mvewt 5 lewo® = Mgh » L Mvy+ FEMry(F2) = Mgh

7 1
1 1
~Vemt TVim = gh » h=1—0§ vy

h=28m ¥ Unidades? h=—
m
v’ Extremos? 2
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1= 20k
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m,=20kg r,=20cm M;= 2 kg
m,= 30 kg r,=50cm M,=1 kg

a?
|:eje
myg
m,g
Mg i
M,g



m,=20kg r,=20cm M;= 2 kg
m,= 30 kg r,=50cm M,=1 kg

Sk o

D By = Fojo —mug —mag — Myg — Mog = 0

ZTZ=TZ%~TMC¢E1—T2 =la
0
ZTZ=+T1—T2 =la

zrz = +M,gr, — M,gr, = la

eje




m,=20kg r,=20cm M;= 2 kg
m,= 30 kg r,=50cm M,=1 kg

a?

1 2 1 2
IZ == Eerl +§M2T2

1 1
zTZ = +M1g7‘1 - Mng‘z = I:Eer]_Z + EMerZ] (04

+Migry — Mpgr,

[1M1r12 + 1MZTZZ] -

2 2

_ +M,gr — Mygr,

5 M1 + M1y ]

eje




m,=20kg r,=20cm M;= 2 kg
a?
m,= 30 kg r,=50cm M,=1 kg
_ +Mygry — Mpgr,
*=1
5 [My1 + Moy ]
+2 kg 10532 0,2m — 3 kg 10?2 0,5m
a = =
%[2 kg 0,2°m? + 1 kg 0,52m?]
+4 kgm—zz— 15kgm—22
%[2 kg 0,22m? + 1 kg 0,5%2m?]
m2
-11 kg.s—z rad

0@ =——>==—66,6—
0,165 kg.m?2 ' s2

eje




The Atwood’s Machine

\

An Atwood’s machine has two blocks with masses m, and m, (m, > m,) connected by a
string of negligible mass that passes over a pulley with frictionless bearings. The pulley is a
uniform disk of mass M and radius R. The string does not slip on the pulley. Apply
Equation 10-16 to the system consisting of the two blocks, the string, and the pulley, to find
the angular acceleration of the pulley and the linear acceleration of the blocks.

PICTURE Let the pulley and blocks be centered in the xy plane with the z axis out of the
page and through the center of the pulley at point O, as shown in Figure 10-19. We compute
the torques and angular momenta about the z axis and apply Newton’'s second law for an-
gular motion (Equation 10-10). Because m, is greater than m,, the disk will rotate counter-
clockwise, which means @ is directed in the +z direction. All the forces are in the xy plane,
so all torques are parallel to the z axis. Also, all the velocities are in the xy plane, so all the
angular-momentum vectors are also parallel with the z axis. Because the torque, angular ve-
locity, and angular-momentum vectors are all parallel with the z axis, we can treat this as a
one-dimensional problem with positive assigned to counterclockwise motion and negative
to clockwise motion. The acceleration a of the blocks is related to the angular acceleration «

of the pulley by the nonslip condition a = Ra.



The Atwood’s Machine

SOLVE

1. Let the system be everything that moves. Draw a free-body diagram of the system
(Figure 10-20). The only thing touching the system is the pulley bearings. The external
forces on the system are the normal force of the pulley bearings on the pulley and the
gravity forces on the two blocks and the pulley:

dL
2. Express Newton's second law for rotation, z components T, = -
only (Equation 10-16):
3. The total external torque about the z axis is the sum of DTy, =Ty T T o T T T 7
the torques exerted by the external forces. The moment _
9 y =0+ 0+ mgR — mgR

arms for Fg1 and ng each equal R. (The moment arms of
F and FEP each equal zero.) Fgl = m,g and ng = m,g:

4. The total angular momentum a]:lout the z axis equals the L =L, +L,+ LP
angular momentum of the pu]ley, , plus the — m.oR + m.oR + Iw
angular momenta of block 1, L a_ncli block 2, L ,eachin : ’
the positive z direction. The pu].ley has spin angular
momentum, but no orbital angular momentum because
its center of mass is at rest. Each block has orbital angular
momentum, but no spin angular momentum.



The Atwood’s Machine

. Substitute these results into Newton's second law for

rotation in step 2:

. Relate [ to M and R, and use the nonslip condition to
relate a to a and solve for both a and a:

dL

2 Textz - d:

d
m,gR — m,gR = E(mlvR + m,vR + lw)

m,¢R — m,gR = (m, + m,)Ra + la

m,gR — mgR = (m, + m)Ra + sMR*—

m, — m,
S0 a= —Q
ml+m2+§M
a m, — m, g
and a=—= ——
R |m +m,+iMR
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Una bolita, inicialmente en reposo en el punto mas alto de una gran esfera fija, comienza a rodar
sin deslizamiento por la superficie de la esfera. Determinar el angulo desde el polo de la esfera
hasta el punto donde la bolita pierde el contacto con aquella.

https://personales.unican.es/junqueraj/JavierJunquera_files/Fisica-1/solido rigido.pdf



https://personales.unican.es/junqueraj/JavierJunquera_files/Fisica-1/solido_rigido.pdf

E_..=mg(R+r)
‘Earn'brz = Eabaaio =
E o = mg(R + r)cost + Emvé_u_ + %Ic_w_mz o 0
Vo = ?g(ﬁ' + r}(l— cos@)
L = gmr2 |
I . ve, 10
mg+N+EE.=maC_H. = MSCDSH—N=HMC.M. =m;=_mg(l—c059]

riormal [R+r]

La bolita se despegara de la superficie cuando N = 0. Si llamamos 6., al valor del
angulo en ese momento:

mgcost = Emg (1— cosf

critico 7 critice ) = cos B 1 D

critice ﬁ = BM'H'E‘-H -3¢

https://personales.unican.es/junqueraj/JavierJunquera_files/Fisica-1/solido rigido.pdf



https://personales.unican.es/junqueraj/JavierJunquera_files/Fisica-1/solido_rigido.pdf

Un hombre de 70 kg sube por una escalera de 2 m de longitud y 10 kg de peso, apoyada tal como se indica en la
figura. El coeficiente de rozamiento entre el extremo inferior de la escalera y el suelo es 0.4.

Calcular:
A. Hallar las reacciones en los apoyos, cuando el hombre ha ascendido x=0.5 m a lo largo de la escalera
B. La maxima altura x a la que puede subir el hombre por la escalera antes de que esta comience a deslizar.
. Py =700 N
F ext —
Py=100 N -
o D G
=2m
Tort = 0
Z ext = 04 AN
x =7

60

AR
5

http://www.sc.ehu.es/sbweb/ocw-fisica/problemas/solido/estatica/problemas/estatica problemas.xhtml



http://www.sc.ehu.es/sbweb/ocw-fisica/problemas/solido/estatica/problemas/estatica_problemas.xhtml

E,=fr—N'senf =0
z * N'senf = fr

ZFy=N+N’c059—PH—PE=O

z Toxt = 0

l
ZTZ = N'l'" — Py.x.cos0 —PE.ECOSQ +fr.0+N.0=0

Cuando x = 0.5 m

N'sen60 = fr N + N’ cos60 = 800 N

;1
sen60

= 700.0,5.cos60 + 100.1.cos60 = 175 + 50 = 225 N.m

N'=1949 N fr=168,8 N N =702,6 N

http://www.sc.ehu.es/sbweb/ocw-fisica/problemas/solido/estatica/problemas/estatica_problemas.xhtml



http://www.sc.ehu.es/sbweb/ocw-fisica/problemas/solido/estatica/problemas/estatica_problemas.xhtml

En el instante en que comienza a caer:

fr = frinax = UeN

teN — N’ sen = 0 N'sen6 = p,N

N+ N'cosf = Py + Py ;
60

1 [
zrz = N,senH — Py.x.cos0 — PE.ECOSQ + fr.0+N.0=0

N

N'sen60 =u,N N+ N'cos60=3800N

N’ = 700.x.cos60 + 100.1.cos60 = 350.x + 50

senf

N’ =300,2 N x = 0,847 m N =6499 N

UL

Y
=

http://www.sc.ehu.es/sbweb/ocw-fisica/problemas/solido/estatica/problemas/estatica_problemas.xhtml
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Como muestra la figura, una masa m = 400 g cuelga del borde de una rueda de radio r = 15 cm.
Cuando se suelta desde el reposo, la masa cae 2.0 m en 6.5 s. Determine el momento de inercia de la

rueda. =
z Toxt =1 @ Sistemas a elegir?

—

Y

A




Como muestra la figura, una masa m = 400 g cuelga del borde de una rueda de radio r = 15 cm.
Cuando se suelta desde el reposo, la masa cae 2.0 m en 6.5 s. Determine el momento de inercia de la

rueda. | =2 A
Sistema B
zFext=mg_FT=ma a:Ra
Sistema A
Z Toxt = FrR = lat
b
a
FTR = I— FTRZ
R =]
> a
mg — Fr =ma Fr =mg —ma
7




Como muestra la figura, una masa m = 400 g cuelga del borde de una rueda de radio r = 15 cm.
Cuando se suelta desde el reposo, la masa cae 2.0 m en 6.5 s. Determine el momento de inercia de la

rueda.
m(g — a)R?
lg-a) =I=m(g—1)R2
a a
= o + oyt + = at?
Y = Yo T Voy Za
b= 040 1 5 _2h
=0+ +§at a—t2

[ =7 A

a=Ra«a

v Unidades?
v Extremos?

I1=092kg.m?



Una bala de m = 10 g que viajaa v = 400 m/s golpea una puertade M = 10 kg y 1.0 m de ancho en el
borde opuesto a la bisagra. La bala se incrusta en la puerta, lo que hace que la puerta se abra. ¢ Cual es la
velocidad angular de la puerta inmediatamente después del impacto?

Rotation axis

dL
z Text = E Lsist = cte \
L=10m ’~

Lantes del choque — Ldespues del choque Bullet .}

e ™™

.
.
'
\
'
L
-




Una bala de m = 10 g que viajaa v = 400 m/s golpea una puertade M = 10 kgy D = 1.0 m de ancho en el
borde opuesto a la bisagra. La bala se incrusta en la puerta, lo que hace que la puerta se abra. ¢ Cual es la
velocidad angular de la puerta inmediatamente después del impacto?

Rotation axis

>>>>

L; = mgvgD Bullt __ ] ®
o ol
L; = (0,01kg)(400m/s)(1,0m) = 4,0 kg m?/s \,




Una bala de mg = 10 g que viaja a v = 400 m/s golpea una puerta demp = 10 kgy D = 1.0 m de ancho en
el borde opuesto a la bisagra. La bala se incrusta en la puerta, lo que hace que la puerta se abra. ¢ Cual es
la velocidad angular de la puerta inmediatamente después del impacto?

Lf —_ vaBD + IP(U O bien Lf — IP+B(,U

IP+B = §mPD2 + mBDZ

Li — vaBD —_ Lf —_ IP_I_B(,U

mgvgD o v Unidades?
o v Extremos?

IP+B



Una bala de mg = 10 g que viaja a v = 400 m/s golpea una puerta demp = 10 kgy D = 1.0 m de ancho en
el borde opuesto a la bisagra. La bala se incrusta en la puerta, lo que hace que la puerta se abra. ¢ Cual es
la velocidad angular de la puerta inmediatamente después del impacto?

1
Ipip = §(1Okgr)(1,0m)2 + (0,01kg)(1,0m)? = 3,343 kg m?
L; = (0,01kg)(400m/s)(1,0m) = 4,0 kg m?/s

Lf = 3,343 kg m* w

3,343 kg m? w = 4,0 kg m?/s

w=1,20rad/s



ANEXO:
Coordenadas polares y cinematica rotacional



. Una bala de mb=100 g que lleva una velocidad horizontal vi=50 m/s choca con el centro del
cilindro de un péndulo y lo atraviesa. Después del choque la bala se mueve con una velocidad
vi=40 m/s. El péndulo gira alrededor del punto O y esta formado por una varilla delgada de masa
M,=200 gy longitud L=20 cm, mas un disco de masa M,=500 gy radio R=5 cm. Calcular

a. el angulo maximo con respecto a la vertical, 0 ___, que gira el pendulo como consecuencia del
choquey
b. la energia mecanica perdida en el choque.




Nuestro sistema sera el péndulo (disco + barra) y la bala.

a) Momento de inercia del péndulo después del choque (disco + barra) respecto a O (usando teorema de Steiner
para el Disco):

I, = |=MyL? + =MpR? + MpL?| = 2% 0.2 x 0.22 +20.5 x 0.052 + 0.5 x 0.22
3 2 3 2
1,=0.233 kg.m?

- -
En el choque se conserva L (las fuerzas externas sobre el soporte del péndulo rompen la conservacion de P pero no
la de L pues no ejercen torques sobre el sistema respecto al eje de giro), entonces

Li = mbvi(L + R)
Lf = mbvf(L + R)+IO(1)

w = mb(ITR) (vi — vf) =1.07 rad/s



Luego del choque el péndulo sube hasta un angulo 0, y en este proceso se conserva la
energia del péndulo

1
Evi = EIO w? ; Evr = (Mp + My)g (xcm) (1 — coSOpay)

Donde x), es el centro de masa del sistema dado por

L
lMD(L +R)+ My-| =— [05%0.25 + 0.2 x 0.1] = 0.207 m

XM = My, + My) 2l T 07

Entonces

1
E10 w? = (Mp + My)g (xca)(1 — c0SOmay)

Iow? .
2(Mp+My)g (xcm)

(1 —cos0,4x)

0 <1 low” > 24.8¢
= arc cos — = .0~
max 2(Mp + Mg)g (xcpm)



b) La energia del sistema perdida en el choque la calculamos a partir de las energias
antes y después del choque

1 2 _ 1 2 , 1 2
EMi :Emvi ; EMf —Emvf +EIO w

1 1
AEy = 5m (v —v?) + 1o w? = 0.5 x 0.1 X (402 — 50%) + 0.5 x 0.034 x (7.24)?

AEy = —45+0.891 = —44.1]



Comparacion de los movimientos lineales y movimientos rotacionales

Table 8-2 Compaﬂlon of Linear Motion and Routional Motion
““"m““uafgaxgmﬁw;. w%f‘
Displamt AN T R Angule

Velocity. T

: a-=—--' d’a'
(e TR T ;

_"@=%+d

'_Aéém“Af

S agy = Hagt @)

.‘;,"'0=Q)+mof+§a12

W=+ 2a80

Accex'era'ﬁ&i{

Constant--r S LA
acceleraBon & Ax=p,, At

Mass
‘Momentum

Force ' -~ .
Power

Newton’s
second law - -




Particula en un movimiento de rotacion.

Coordenadas polares.
Resulta conveniente representar la posicion de una particula mediantes sus coordenadas polares

Se elige como centro del sistema de coordenadas polares un

punto que coinida con el centro de las trayectorias circulares de
las particulas

r

————————

(0] i Reference . . , .
line En este sistema de referencia, la unica coordenada de

una determinada particula que cambia con el tiempo es

(a) 0, permaneciendo r constante

v A medida que un particula del objeto se mueve a lo largo del circulo de

¥ b radio r desde el eje x positivo (6 = 0) hasta el punto P, se esta moviendo
/r \ - yd " yd
A% a lo largo de un arco de longitud s, que esta relacionado con el angulo 6
0 Reference por la expresion

line




Particula con movimiento circular: definicidon de radian

Un radian representa el angulo central en una circunferencia que subtiende un arco cuya
longitud es igual a la del radio.

Su simbolo es rad. arc length = radius

Equivalencia entre grados

y radianes ‘

/)

f—radius

Grados 0° 30° 45° 60° 90° 180° 270° | 360°

Radianes 0 /6 /4 /3 /2 Tt 3r/2 21




Particula con movimiento circular: definicion de velocidades angulares

Mientras la particula se mueve desde A hasta B )
en un tiempo %
At:tf—ti, Jgf
N.“
el vector correspondiente al radio barre el angulo “a

A0 =6, — 6;

gue equivale al desplazamiento angular durante
ese intervalo de tiempo

O




=16 3

19 = éo\i\jmz. radx S %60 O

Nah to the ah to the, no, no, no

My name is no
My sign is no
My number is no
You need to let it go
You need to let it go




Cinematica de rotacion: cuerpo rigido con aceleracion angular constante

En el caso de movimiento de rotacion alrededor de un gje fijo, el movimiento
acelerado mas simple es el movimiento bajo aceleracion angular constante

d
a:—wédw:adt
di

Y ademas)jw = w; en el instante ¢; = 0

Podemos integrar esta expresion directamente para calcular la velocidad angular final




Cinematica de rotacion: cuerpo rigido con aceleracion angular constante

Integrando una vez mas obtenemos el angulo en funcion del tiempo

wzz—fédﬁzwdt con 0 = 0; en el instante ¢;, =0

Qf t t 1
0; 0 0



Cinematica de rotacion: cuerpo rigido con aceleracion angular constante

wf:wﬁrozt

Si eliminamos el tiempo de

w]% = w; + 2a(0; — 0;)

Y eliminando la aceleracion angular




PARTE Il
MECANICA: APLICACIONES

P
e 5. Oscilaciones mecanicas simples.

» Oscilaciones armoénicas.
» Oscilaciones libres, amortiguadas, forzadas.

e Resonancia.

§ 6. Elasticidad.
* Tensiones vy deformaciones. Ley de Hooke.
* Modulos elasticos.

§ 7. Mecanica de Fluidos.
* Introduccion: fluidos ideales, conceptos basicos.

» Estatica: principios de Pascal y Arquimedes.

* Dinamica: ecuacion de Bernouilli y aplicaciones.
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