CAPITULO 9

Teorema de |os residuos.
Aplicaciones.

9.1 INTRODUCCION

Del teorema de |os residuos puede decirse que es la culminacion de lo que hemos
encuadrado bajo e nombre genérico de ‘teoria global de Cauchy’. Incorporay
extiende a teorema de Cauchy y a la formula de Cauchy, y tiene innumerables
consecuencias tedricas y practicas. De éstas apuntamos su uso para calcular inte-
gralesrealesy sumas de series, limitandonos a sefialar referencias donde encontrar
el temadesarrollado en detalle.

La primera aplicacion tebrica que presentamos se refiere a la localizacion
de ceros, en la que tratamos de averiguar €l nimero de ceros de una funcion en
un subconjunto de su dominio. Los resultados basicos en esta direccion son €l
denominado principio del argumento y €l teorema de Rouché.

Deagui pasamosal estudio del comportamiento local deunafuncién analitica,
viendo su analogia con € de la funcion z™ en torno a 0, en e sentido que se
precisa en e texto. Deducimos el teorema de la aplicacion abierta y alguna de
sus aplicaciones, y finalizamos el capitulo con una version global y otralocal del
teoremadelafuncioninversa, llegando aunarepresentacionintegral deestainversa
gue nos permite obtener expresionesinteresantesde su desarrollo en seriede Taylor.

Referencias basicas:
— Conway, J. B.: Functions of One Complex Variable. (2nd ed.) Springer, New
York (1978).
— Mitrinovic, D. S.: Calculus of Residues. Noordhoff, Groningen (1966).
— Palka, B. P.: An Introduction to Complex Function Theory. Springer, New
York (1991).
— Rudin, W.: Analisisreal y complejo. (3a. ed.) McGraw-Hill/Interamericana,
Madrid (1987).
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9.2 PROLOGO: RESIDUOS

Agazapada en el teorema de Laurent hay una informacion importante. Por |o que
vimos en su demostracion, se deduce que s f tiene unasingularidad aisladaen a,

/ f(z)dz = 2ni a_q,
Y

donde a_; es e coeficiente de (z — a)~! en e desarrollo en serie de Laurent de
fyy = aD(a;r), r adecuado. Este coeficiente (salvo e factor habitual 2s7i)
es, pues, “el tnico vestigio”, € residuo que dgjala funcion al ser integrada sobre
una “pequena’ circunferencia centrada en a. Vamos a asignarle oficialmente este
nombre.

Definicion 9.1. Sea a € C una singularidad aislada de una funcion f. Recibe €l
nombre deresiduo de f en a el coeficientede 1/(z — a) en el desarrollo en serie
de Laurent de f en € punto a, de maneraquesi

f(z2) = Z a,(z—a)", ze D@0, R),

y denotamos con Res(f; a) el residuode f ena, es
Res(f;a) = a_;.

En el punto del infinito la definicion es ligeramente distinta:
Sea f una funcién con una singularidad aislada en oo, y sea

f(z2) = Z a, 2"

nN=—00

su desarrollo en serie de Laurent en una corona D(0; R, +00). Llamaremos
residuo def en € infinito al nUmero

Res(f;o00) = —a_;

(coeficiente de 1/z en el desarrollo, cambiado de signo).

¢Qué hace merecedor de un nombre especial a este coeficiente? De momento,
sabemos que su valor es o Unico que necesitamos conocer alahorade calcular la
integral de f sobrelacircunferenciay . Pero con este punto de partiday un poco de
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ingenio podemos servirnos de los residuos para calcular integrales en situaciones
mas complicadas.

Supongamos, por gemplo, que nos proponemos calcular unaintegral como

f Log(z+ 2) Z2ctgnz z
r (1—cos2rz)(z2+1)

donde I es el ciclo contenido en 2 = D(0; 2) formado por los caminos que se
indican en lafigura.

Horrible, ¢no escierto?“ ;Qué
eslomejor que podemos hacer para
resolver este problema? Dejarlo e
inventar otro”, como recomiendael
“profesor tradicional demateméticas’
en € retrato que de & hace Polya.
Vamos a€llo.

Seglin hemos sefidlado antes, tras
calcular los residuos en los puntos
271=1,2=1,23=-1,2, = —I
de lafuncion f (z) aintegrar, tarea
no extremadamentedificil, seriamos

L1l

capaces de hallar la integral en € caso mas sencillo de que I' constase de una
circunferenciay;” = dD(z; r}) alrededor de uno delos puntos z;, suficientemente

pequeia para que el disco cerrado D(z;; rj) quede dentro de 2 y no incluya a
ninguno de |os restantes puntos z, k # |, obteniendo entonces

/ f(z)dz = 271 Res(f; z)).
VP

I

Pero ésto ¢de qué sirve? De mucho ... cuando caemos en la cuenta de que €
teorema homol dgico de Cauchy permite sustituir oportunamente €l ciclo original
I" por otro ciclo formado por circunferencias, con tal de que ambos sean homologos
respecto de un abierto en € que f sea holomorfa. Notando que

|ndr‘(21) =1, Indr (20) = 2, |ndr(23) = -1, |nd1"(24) =0,
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podemos“fabricar” un ciclo homoélogo al” respecto de 2\ {z1, 2o, z3, 24} tomando

I'o=T1UTI>UTI}3, donde
Fl:[)/f]’ FZ:[Vzo’ )/20]’ F3:[_V39]7

y ¥ (1 < j < 3) son circunferencias elegidas como antes. Con ésto

/f:/f:/f-l—Z/f— f
r To 12 Vs Vs

= 271 (Res(f; z) +2Res(f; z) — Res(f; z3) + 0- Res(f; z4))
4
= 27i Indr(zj) Res(f; Zj).

=1

Estos son losingredientes esencial es de lademostracion general del teoremadelos
residuos, que se expone en € siguiente apartado.

9.3 EL TEOREMA DE LOSRESIDUOS

Teorema 9.2. (Teoremadelosresiduos). Sea ©2 un abierto novaciodeC y sea f
una funcion holomorfaen 2\ A, donde A C 2 consta de singularidades aisladas
de f. Paratodo ciclo I' homblogo a 0 respecto de 2 tal que ANsopI” = @ se
verifica
1
— | f(»dz= ZRes(f; a) Indr(a).

21 r acA
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Demostracion. Observemos, ante todo, que |os sumandos que cuentan realmente
en el segundo miembro de laigualdad anterior son los no nulos. Por tanto, exami-
nemos el conjunto

Ao ={ae A:lIndr(a) # 0}.

Si fuese Ap = @, setendrialndr(a) = O paratodo a € A, con lo cua la suma
resultaria nula; pero se sigue también que I es homoélogo a 0 respecto de 2 \ A,
abierto en &l que f es holomorfa, luego laintegral es asimismo nula, en virtud del
teorema homol 6gico de Cauchy.

En caso contrario, Ag es un conjunto finito. En efecto:

e Ag no tiene puntos de acumulacion en 2, porque entonces también A tendria
puntos de acumulacion en €2, lo que es falso;

e Ay no tiene puntos de acumulacion fuera de 2, yaque si zp € C\ €,
Indr(zp) = Oporser I' ~ 0(£2); tomandor > Otal queD(zy;r) € C\sop T,
para todo z del conexo D(zp; r) setendrialndr(z) = Indr(z) = 0, con lo
cua D(zp;r) N Ag = 0;

e Ag es un conjunto acotado, pues tomando R > 0 de maneraque sopI” C
D(0; R), sabemosqueesindr(zy) = Oparatodo zo ¢ D(0; R) (C\ D(0; R)
estacontenido enlacomponenteno acotadadeC\sop I'),y asi Ap € D(0; R).
En resumen, Ay es un conjunto acotado gque no tiene puntos de acumulacion

en C, luego forzosamente ha de tener un nUmero finito de puntos. Sean éstos a;,
Q,. .., an, distintos entre si.

Ahora, asociamos alosa € Ag (1 < j < n) sendos discos D(a;; R))
contenidosen €2, elegidosdetal maneraque D(a;; R)NA = {g;}.Paral < j <n,
tomemos O < r; < R,y sean y; = dD(a; ry) lacircunferencia de centro a; y
radior; orientada positivamente, N; = Indr(a;) y

ro— [yj,(.'\.'j.), ¥il s N; >0,
=y SN =yl SN <0,

el ciclo formado por |N;| caminos igualesa y; 0 a —y;, para el que en cualquier
caso Indr, (z) = N; Ind,, (z). Veamos que €l ciclo

[Np=T1UlLU-.--UTl,

es homologo aT” respecto de 2 \ A. En efecto: paracadaz € C \ sop Iy,
n n
Indr, (2) = Z Indr, (2) = Z N; Ind,, (2)
j=1 j=1

y por tanto
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x S ze C\ Q Indr(z) = 0 por hipbtesis, Indr,(z) = 0 porque cuando
z¢ D(g; R)esind, (2 =0(1<j <n)ytenemos D(a; Rj) € ©;

x Slze A\ Ag, Indr(2) = O por ladefinicion de Ag; ycomoparal < j <n
es D(a;; R) N A = {g}, igud que antes z ¢ D(a; Rj), Ind, (2) = 0,
|ndFO(Z) =

* S Z=am € Ao, Ind, (am) = 1,Ind, (an) =08 j # m(an ¢ D(a; Ry)),
luego Indr, (8m) = Nm = Indr(am).

Como f € H(Q2\ A), se sigue del teorema homol bgico de Cauchy que
ff(z)dz_—_ f(z)dz_—Z:NJ f(2)dz.
Io Vi

Usando ahoraque f € H (D(a;; 0, Rj)), 1 < j < n, del teoremade Laurent

1
— f(z)dz = Res(f; &)
2771 v

con lo cudl, finamente,
1 n n
— | f(2)dz= Ni Res(f:a)= ) Indr (a) Res(f; a;
Znifr (2) dz ,; i Res(f; &) J; ndr, (&) Res(f; &)

= ) Indr(a) Res(f:a) = ) "Indr(a) Res(f;a).

achAg acA

Corolario 9.3. Sea ©2 un abierto no vaciode C y f una funcion meromorfa en €2,
y sea A el conjunto de los puntos de 2 en losque f tiene polos. Paratodo cicloI”
homblogo a 0 respecto de 2 tal que AN sop I = ¥ se verifica

1
2_ﬂifrf(z)dZZX:Res(f,a)Indp(a).

acA

Esta es la version que da Rudin, ob. cit., Teor. 10.24, pp. 254255, con una
linea de demostracion ligeramente distinta que se apoya en las partes singulares de
f enlos puntos de Ag.

Inciso. Como se dice en Conway, ob. cit., p. 113, ‘el teorema de |los residuos es
unaespadadedosfilos; si se pueden calcular losresiduos de unafuncion, se pueden
calcular ciertas integrales y viceversa. La mayor parte de las veces, sin embargo,
se usa como un medio de calcular integrales. Para utilizarlo en esta direccion se
necesita un método para calcular €l residuo de una funcion’.
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A veces, partiendo de desarrollos en serie conocidos, es posible determinar €l
desarrollo de Laurent o, a menos, suficientes terminos del mismo, para averiguar
el valor del residuo. No siempre esto esfactible o, aunque |0 sea, puede haber algiin
procedimiento mas comodo para hallar € residuo. Comencemos por examinar el
casoa € C.

— Por supuesto, s a es una singularidad evitable de f, no hay necesidad de
ningun calculo: obviamente, Res( f; a) = 0 en este caso.
— Siaesunpolo simplede f, habitualmente lo mas facil es usar que

Res(f;a) = Lirr;[(z— a) f(2)].

Sobre esta base, en cada caso particular se pueden aprovechar las carac-
teristicas propias de las funciones que se manejen; por gemplo, si 1/f esuna
funcion facil de derivar en a (se sobreentiende, completada por continuidad
en a con € valor 0), e limite anterior es justamente € inverso de la derivada
del/f ena.

— Siaesunpolodeordenk de f, podemos tener en cuenta que, escribiendo €l
desarrollo de Laurent de f en a, setiene evidentemente

| 1 el ’
Res(f;a) = lm ((k ~ D)1 dF 3 [((z—a) f(z)]) ,

gue para k = 1 se reduce a la formula anterior. A veces se encuentra esta
expresion en forma simplificada

k—1
(k — 1! dzk-1
sobreentendiendo que (z — a)X f (z) se completaen a por continuidad.

En & punto dd infinito:
— SiparaunR > O0es f € H(D(0; R, +00)) y definimosg € H(D(0; 0, 1/R))

Res(f;a) =

(z—a)" f(2)],_,.

por
(2) = f !

g - Z )

resulta
Res(f; o0) = —Res(@; 0) ,
z
porquesi f(z) = Z anz" en D(0; R, +00), hemos definido
N=—00

Res(f; 00) = —a_q;perog(z) = Z a_nZz",conloquea_; esel coeficiente

nN=—o0

de 1/z en el desarrollo de g(z) /7.



Teorema de los residuos. Aplicaciones. 141

— En Situaciones especiales es mas facil recurrir a otro tipo de argumentos. Por
giemplo,si f € H(C\ {ay,...,an})

Res(f;a1) +...+Res(f;a,) + Res(f; o0) =0.

(Probarlo como gercicio a partir del teoremade los residuos.)

9.4 APLICACION AL CALCULO DE INTEGRALES
Y A LA SUMACION DE SERIES

Ver Conway, ob. cit., pp. 113y ss.; Palka, ob. cit., pp. 326 y ss. Paraun tratamiento
masamplioy sisteméatico, lareferenciaobligadaen estetemaese librito de Mitri-
novic, ob. cit. De caracter enciclopédico es Mitrinovic, D. S.; Kecki¢, J. D.: The
Cauchy Method of Residues. (Theory and Applications). Reidel, Dordrecht (1984),
gue incluye ademas una breve nota histérica sobre Cauchy y € desarrollo del
calculo de residuos.

9.5 APLICACIONESA LA LOCALIZACION DE CEROS

Teorema 9.4. (Principio del argumento: forma analitica). Sea f una funcién
meromorfa en un abierto 2 con ceros aislados solamente. Denotemos con Z¢ €
conjunto de cerosy con P e conjunto de polosde f. Paraa € Z; sea z;(a) €
orden dea como cerode f,yparaa € P; sea ps(a) €l orden dea como polo de
f. S I" esun ciclo homblogo a 0 respecto de Q2 cuyo soporte no cortaa Zs U Py,
se verifica

1 f/
/ 2 4, = Y Indr@zi(@ — ) Indr(@) pi ().
r

27T| f (Z) ac’Z; acPs

Notese quelaintegral estabien definida, yaque f y f’ soncontinuasensop I
y f noseanulaen sop I'; ademas, solo hay un nimero finito de cerosy polos que
dan indice no nulo, de modo que en realidad las sumas que aparecen se reducen a
un numero finito de sumandos.

Demostracion. Si f tiene en a un cero de orden k,

f2=@z-a"g®
para alguna funcion g, holomorfa donde lo sea f, tal que g(a) # 0; por tanto, en
un entorno dea serag(z) # 0y asl
' =kz-a ' g@ +z-a)"d®,
f'(z  k 9'(2)
fz2 z—a g
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en un entorno reducido de a en el que g’/g es holomorfa. Por consiguiente, f'/f
tiene en a un polo simple con residuo igual ak.

Andogamente, si f tiene en a un polo de orden p, en un entorno reducido de
aes

f(z2=z—-a7"9(2

para alguna funcion g holomorfa sin ceros, de manera que

f'@  —p N g'(2)
fz2 z—a 9@

y f’/f tieneen a un polo simple con residuo igual a —p.

Puesto que f’/f sblo puede tener singularidades en Z¢ U Ps, aplicando €
teorema de | os residuos se obtiene la conclusion del enunciado.

Corolario 9.5. (Principio del argumento: interpretacion geométrica). Sea f una
funcion meromorfa en un abierto 2 con ceros aislados solamente. Seal” = [y] un
ciclo homdlogo a 0 respecto de €2, formado por un solo camino ¢ cuyo soporte no
contiene ceros ni polosde f, y sea h un argumento continuo alo largo del camino
“transformado” f oy, con valor inicial hg y valor final hy. Con la notacion del
teorema anterior, se verifica

hy —h
D Indr(@)z(@) — Y Indr(@) pr(@) = Inds,, (0) = —5—.
T
ac’Zs acPs
Demostracion. Bastatener en cuenta que
1 f'(2) 1 dw h1 —ho
= — — = Ind¢,, (0) = .
27i J, (2 z 21l Jioy w Ndsoy (O 21

NOTA. El nombre de “principio del argumento” proviene de este resultado; infor-
malmente, cuando z = y (1) “recorre” y, “se produce una variacion continua del
argumento” de f (z) igual a2z N, donde N es el entero del enunciado.

El principio del argumento puede utilizarse paraaveriguar el nUmero de ceros
de unafuncion analiticaen un subconjunto del plano complejo. Veamos un jemplo
sencillo.

Ejercicio. Sea f € H(D(0; R)),con R > 1, ta queRef(z) > 0s |z| = 1.
Entonces f notiene cerosen D(0; 1).

[En efecto: s y eslacircunferencia unidad, sop(f o ) no cortaa semige
real negativo, por lo cual Inds., (0) = O en estas condiciones]
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En la préactica, a aplicar € principio del argumento nos encontraremos fre-
cuentemente con la siguiente situacion: € ciclo I' considerado tiene |la propiedad
de que paraciertos conjuntos diguntos G y E severificaC\sopI' = GUEYy

1 szeG

'”dr(z):{o SzecE

(Necesariamente G y E son abiertos, G acotadoy E no acotado.) Como sefialamos
al comentar el teorema de la curva de Jordan, esto es lo que sucede cuando I" es
un ciclo formado por un solo camino cerrado simple orientado positivamente, pero
Inmediatamente mostraremos ejempl os de otro tipo.

Paradescribir estasituacion no hay enlaliteraturaunadenominacion estandar.
Nosotrosnosreferiremosaelladiciendo queI” limitaoencierraaG y que G esel
recinto limitado o encerrado por I". Conforme a la nomenclatura empleada en el
teoremade lacurvade Jordan, sellamaa G €l interior deI" y a sus puntos puntos
interiores aI”, mientras que E es el exterior de I' y los puntos de E, los puntos
exterioresarl.

Se emplea a veces lanotacion I' = 9G paraindicar que I' limita o encierra

aG.

Ejemplos. Enlassiguientesfiguras, losciclosdelaprimerafilaencierran el recinto
sombreado, mientras que los de la segunda no encierran ningln recinto.

(Graficamente, se observa que € interior queda siempre “alaizquierda del reco-
rrido”. Cf. Palka, ob. cit., p. 160.)
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Con esta nomenclatura, podemos enunciar:

Corolario 9.6. Sea f € H(2), I un ciclo en 2 que limita un recinto G C 2 de
manera que sop I" no contenga ceros de f . Entonces la integral

1 f'(2)
27 /F o 9

esigual al numero decerosde f interioresaI', contados segin su multiplicidad.

Demostracion. Aplicamos €l principio del argumento, teniendo en cuenta que I
es homologo a 0 respecto de 2 puesto quelos z € C \ € son puntos exteriores a
I, que f notienepolosen 2, quelos cerosinterioresal tienen indice 1 respecto
deT,y los exteriorestienen indice O respecto de I".

El principio del argumento admite una version mas general:

Teorema 9.7. Sea f meromorfa en una region 2 con ceros zy, 2o, . . ., Z, Yy polos
P1, P2, ..., Pm contados segln su multiplicidad. S g esanaliticaen Q y I" esun
ciclo homblogo a 0 respecto de 2 que no pasa por los ceros ni los polos de f,
entonces

1 f’ n m
ﬁ/rgT - ;g(zj) Indr(z)) — kZ:;g(pk) Indr(px)-

Demostracion. Conway, ob. cit., Teor. 3.6, p. 124.

Una consecuencia importante del principio del argumento es el teorema de
Rouché, gue permite la localizacion de ceros de funciones desconocidas a partir
del nimero de ceros de funciones conocidas.

Teorema 9.8. (Teorema de Rouché). Sean f, g € M(2), I" un ciclo en 2 que
limita un recinto G C Q2 de manera que sop I' ho contenga ceros ni polosde f o
deg. S paratodoz € sopI" es

1f(2+9| <T@+ 19(2)],

entonces.

el nlmero decerosde f interioresaI" contados segin su multiplicidad
menos

el nUmero de polosde f interioresaI” contados segun su multiplicidad
esigual

al nimero de ceros de g interioresa I contados segin su multiplicidad
menos

el nUmero de polos de g interioresa I' contados seglin su multiplicidad.
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Obsérvese que la desigualdad del enunciado implica que f y g no pueden
anularse sobresop I'.

Demostracion. El conjunto 2; de los puntos de 2 que no son ceros ni polos de f
ni de g es un abierto que contiene asop I'. Definiendo

Q={ze:|f(@+9@| <|f@+192)1},
también 2, es un abierto que contiene asop I'. Ademas, paracada z € 2,
f(Z) ‘ f(z )
9(2) 9(2) b

f(z . : :
con lo cual % no podra ser un nimero real no negativo. Si L es un logaritmo

holomorfoen C \ [0, +o0), F = L o (f/g) esunafuncion holomorfaen 25, por
lo que

1 [ {/9@ dz

0= 1 F (2)dz =

o 2ri Jr (f/9)(2)
1 f'(2) 1 g'(2)
“2ni e f(2 0 27i Jr g2

y basta aplicar € principio del argumento.

NOTA. Lademostracion anterior aparece en Glicksberg, |.: A remark on Rouch€'s
theorem, Amer. Math. Monthly 83 (1976), 186-187.
En los textos ‘tradicionales suele imponerse la hipbtesis mas fuerte

(2 +9(2)| < 19(2)]
paraz € sop I', 0, cambiando g por —g,

11 (2 — 92| < 9(2),
guiza la més frecuentemente manejada en la préactica

Como muestrade cuél eslaformaen que puede sacarse partido al teoremade
Rouché en el estudio de los ceros de una funcion, veamos una nueva demostracion
del teoremafundamental del algebra. Otrosejemplos, coninteresantescomentarios,
pueden verse en Palka, ob. cit., pp. 342y ss.

Corolario9.9.9 p(2) = z"+a;2" 1+ - . 4a,, entonces p tienen raices (contadas
segun su multiplicidad).

Demostracion. Puesto que p(z)/Z" tiende a 1 cuando z tiende a oo, paraalgin R

sera

PD | _
Zn

siempre que |z| = R, esdecir, | p(z) — 2"| < |Z"|. Por €l teorema de Rouché, p(z)

ha de tener n cerosinterioresad D (0; R).

1
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9.6 VALORESLOCALESDE UNA
FUNCION HOLOM ORFA

Definicion 9.10. Sea f una funciébn holomorfa en un abierto @, zg € €,

wo = f(zg), m € N. Diremos que f aplica z; en wy m veces [abreviado
f(zg) = wo M veces| o con multiplicidad m s zy es un cero de orden m de
la funcion f(z2) — wp.

Equivalentemente, si f(z9) = wo, f'(z0) = --- = M D(z5) =0, fM™(z) #£ 0.

Evidentemente, s wg = f(2p), f(2) — wo Siempretieneun cero en z,. ¢Podra
afirmarse siempre, pues, que f(zg) = wo M veces para algin m € N? Un mo-
mento de reflexion permite concluir que no: nada impide, por gemplo, que f sea
constante en algin disco D(zp;r) € Q (equivaentemente, que f sea constante
en la componente conexa de 2 que contiene a z;), de manera que z; o sea un
cero aislado de lafuncion f (z) — wg. Pero es claro que ésta es la Gnica situacion
excepciona en laque larespuesta es negativa:

Para que f (zp) = wo m veces paraalgin m € N, es necesario y suficiente

que zy sea un cero aislado de f (z) — wo (equivalentemente, que f no sea

constante en |la componente conexa de 2 que contiene azg.)

El siguiente resultado muestra que en el entorno de un punto en € gque una
funcion andlitica f tome un valor wg m veces, la funcion f alcanza los valores
proximos a wg justamente en m puntos distintos, “grosso modo” como lo hace la
funcion g(z) = wo + (z — z9)™ (ver Palka, ob. cit., pp. 344y ss., donde sedaa
este teorema el nombre de branched covering principle, “¢el principio del espacio
recubridor ramificado o cubierta ramificada’).

Teorema 9.11. Sea f una funcion holomorfa en un abierto no vacio arbitrario €.
Seanzg € 2, me N, f(zg) = wg m veces. Entonces existen entornos abiertos V,
W de zy y wq respectivamente, talesque f (V) = W y cada punto w € W \ {wg}
esimagen por f exactamente de m puntosdistintos zy, ..., zn deV \ {z}.
Precisando mas:

Tomemos cualquier disco D = D(zg; r) tal que
(x) D C €,
(xx) f(2) —wonoseanulaen D \ {z).
(x* %) f'(z) #Oparatodoz e D \ {z}
Poniendo entonces

o =min{|f(2) —wo| : |z— 2| =1} = d(wo, f(ID)),
W = D(wo; 0),
V=Dnf1W) ={zeD:|f(2— wol <o},



Teorema de los residuos. Aplicaciones. 147

se verifica:

(L) W= 1),

(2) paratodow € W\ {wp} existen exactamente m puntos distintos zy, . . ., zn
enV \ {7} talesque f(z) = w con multiplicidad 1,1 < j <m.

Demostracion. Puesto que f (zg) = wo mvecesparaalginm € N, zy seraun cero
aisado de f(z) — wp. S f'(z9) = 0, para agin disco D(zy; §) € Q tiene que
ser f'(z) # O paratodo z € D \ {zy}, yaque en caso contrario zy seria un punto
de acumulacion de cerosde 'y f’ se anularia en toda la componente conexa de
Q que contiene a zy; en consecuencia f ™ (z)) = 0 paratodo n € N, contra la
hipotesis de que f (zg) = wo M veces para algin m € N. Tanto en este supuesto
como s f'(zy) # 0 (por continuidad de f’ en tal caso), es posible entonces elegir
unr > Odemaneraques D = D(z;r),

x* D=D(z:r) C Q;

x f(z) —wonoseanulaen D \ {z};

x f'(z) #Q0paratodoz € D \ {z0}.

Tomemos cualquier r en las condiciones anteriores. Poniendo como en el
enunciado ¢ = min{|f(z) — wo| : |z — z5| = r}, obviamente o > 0y para
W = D(wg;0),V=DNfY(W)={ze D:|f(2) —wol <o}, esclaroque W
y V son abiertos, wo e W,z e V,V C Qy f(V) CW.

Paracompl etar lademostraci 6n basta, pues, probar queparatodow € W\ {wo}
existen m ceros simplesdistintosde f(z) — w enV \ {zy}.

Pero f (z) — wg tiene exactamente m cerosen D (zy contado m veces), y para
todoze oD

[(F(2D) —w) = (1(D) —wo)| = |w —wo| <o =[f(D)—wol,

luego por e teoremade Rouché f (z) —w tienem ceros (no necesariamente distintos
en principio) zy, . .., Zm en D. Estos puntos estan en V, pues

1£(Z) — wol = |w — wo| <o, 1<j=m
y son ceros simples, ya gue
(f(@2—w)(z)=1(z)#0

porserzj € D\ {zo}.

NOTA. También puede afirmarse que el abierto V del enunciado es conexo. Como
no necesitaremos esta propiedad de V, no la probamos; hay una demostracion en
Palka, ob. cit., pp. 345-346, seguida de unos comentarios muy ilustrativos que
desentraian la “ estructura geométricalocal” de f en el entorno de z,.

Las aplicaciones tales que cada elemento de la imagen tiene exactamente
m antiimégenes suelen denominarse “aplicaciones m — 1”. Por esta razon en
algunostextos el teoremaanterior recibe el nombre de “teoremam — 1”. Con esta
nomenclatura, podemos reescribirlo en la siguiente forma:
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Corolario 9.12. Sea © un abierto de C, f una funcion holomorfa en 2, zg € €,
m e N, f(zp) = wo m veces. Entonces existen abiertos vV, W, tales que

e Zp eV CQ;

e (V) =W (y, enparticular, wg € W);

o f:V\{zg} > W\ {wp} essuprayectivay m i 1.

S convenimos en que wg tiene zg como antiimagen m veces, también podemos

poner

o f:V — W essuprayectivay m— 1.

Hay variantes de este teorema que reflgjan de forma“ analitico-algebraica’ la
semejanzalocal de f (z) con wo + (z — z9)™. Por gjemplo:

Proposicion 9.13. Sea 2 un abierto de C, f una funcion holomorfaen 2, z; € €,
m € N, f(z) = wo m veces. Entonces existen un abierto V y una funcion
¢ € H(V) talesque
e ZpeV CQ;
o f(2) =wo+ [p(2)]™ (paratodo z € V);
e laderivada ¢’ notienecerosenV y ¢ esuna aplicacion invertible de V sobre
undisco D(O;r).

Demostracion. Ver Rudin, ob. cit. (Teor. 10.32, p. 245).

El gemplo siguienteilustraen unasituacion concretalos conjuntos que inter-
vienen en la demostracion del teoremam — 1.

Ejemplo. Sea2 = C\ {0}, f € H(2) definida por
1
f(z)y =2+ —,
z

Zo =1, wo = f(z9) = 2. Comprobar que ftomael valor 2 en 1 dos veces, y ver
paraqué valoresder > 0 seconsigue, Si D = D(zp; 1), que
x D C Q;
x f(2) —wonoseanuleenD \ {zo};
x f'(z) #Qparatodoz € D \ {z0}.
Paratalesr, hallar o = min{| f (z) — wo| : |z— 20| = }.
Dibujar, paraalgin valor der , |os conjuntos

J={t@:1z—2|=r}, Ko =1{z:1f(2) — wo| = 0}
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Respuesta.
1
f’(z)=1—§ =0 <= z=10z= -1,
y f7(1) = 2 # 0. Ademas

N2
f(2) = wo= & Zl) |

luego las condiciones x se verifican exactamente paralosr talesque0 <r < 1.

Para estosr,
= min{| f (2) | ]z | =r}=min |Z_1|2'|z ll=r; = r*
0= Wol - 12— 2ol =Ty = izl R
., : 1
gue esunafuncion der crecienteen (0, 1), demodo que0 < ¢ < 5
Paradibujar J;, tengamos en cuenta que
Z— 2| =1 < z=z+re'=1+r¢", t € [0, 2n],
y asi
1 (z— 1) , €l4ré!
fo)=z+-=2 =24 , t € [0, 2],
@ +z + + 1+ 2r cost +r2 €[0. 2]

expresion que permitedescribir paramétricamentecon comodidad e f (z), Im f (2).
Para dibujar K,, comencemos por observar que

(@=zt =w e 2= (wtVur—4) 0z= (w—Vul—4).

2 2

queparaw = 2+ o €', t € [0, 2], supone, abreviando la notacion,

o 1 : :

Recordando que

X_i\/a+«/a2+b2

2
Vatbi=x+iy & | y_i\/_a+¢m
- =

Sigxy = sigh,
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vamaos a parar a

1
Nez = 1+% cost + 5\/% (4 cost + o cosZt+\/16+8g cost+92)

1
Smz = % sent + 5\/% <—4 cost — o cosZt+\/16+89 cost—i—gz)

con los signos + combinados para que e signo del producto coincida con el de
dsent+p sen2t = (44 2p cost) sent,t € [0, 2], queesigual a signo de sent.
Asi quedan las gréficasde K, y J parar = 2/3:

f

—

1+ 10
05 T m

0 1 1 1 1

o5\, 1 15/ 2

0.5 +

y

1+

KQ I

NOTA. Algunos programas de ordenador permiten obtener graficos animados que
muestran, de manera espectacular, la evolucion de los conjuntos K, y J; segln
variar.

9.7 TEOREMA DE LA APLICACION ABIERTA

Corolario 9.14. (Teorema de la aplicacion abierta). Sea 2 un abierto de C, f
una funcién holomorfa en © no constante en ninguna componente conexa de 2.
Entonces f esabierta.

En particular, f(2) esun abiertode C; y sl Q2 esunaregion, f (£2) también
es unaregion.
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Demostracion. Recordemos que f es abierta cuando la imagen f(U) de cada
abiertoU C Q2 esun abiertoen C.

Sea, pues, wg € f(U) ytomemos zy € U de modo que f(zg) = wo. Apli-
cando €l teoremam — 1 en zp alarestriccion de f aU, encontramos abiertos V,
Witaesquezp eV CU,wge W= f(V) C f(U),yasl wgesinteriora f (U).

El teorema de la aplicacion abierta permite dar nuevas demostraciones de
resultados conocidos.

Corolario 9.15. (Principio del modulo maximo). Sea f una funcion holomorfa
no constante en ninguna componente conexa de un abierto 2 de C. Entonces | f |
no puede tener un maximo local en ningln punto de 2.

Demostracion. Por ser f abierta, dado zg € Qy D(zp; R) C 2, s wo = f(29)
existeundisco D(wp; r) € f(D(zo; R)) coninfinitospuntosw paralosqueresulta
| f(20)] = |wo| < |w| =|f(2)],Zz€ D(z0; R).

Ejercicio. Sea f una funcion holomorfa en una region © y supongamos, por
gjemplo, que (Nie )2 = Im f. Entonces f es constante.

[Indicacion: f (£2) no puede ser abierto en C al estar contenido en el conjunto
X+iy:x,yeR; x3=y}]

(Tenemos asi otra “explicacion” de resultados obtenidos como consecuencia
de las condiciones de Cauchy-Riemann.)

9.8 TEOREMASDE LA FUNCION INVERSA

Teorema 9.16. (Teorema global dela funcion inversa). Sea f una funcion holo-
morfa e inyectiva en un abierto no vacio 2. Entonces

f (2) esabierto;

f=1: f(Q) - Q escontinua;

[ J
e f'(z) #0Oparatodo z € Q;
e f~1esholomorfaen f(RQ),yparacadawgy e () es
/ 1
f 1) (wo) = ,
(f7%) (wo) 'z

donde zp = f ~L(wy).

Demostracion. Como f es inyectiva, no es constante en ninguna componente
conexa de €2, con lo que f sera abierta 'y por elo f(Q2) es abiertoy 1 es
continua.
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Si en algln punto z €  fuese f'(z) = 0, tendriamos f (z) = w m veces, con
m > 2; en consecuencia, larestriccion de f aalgln entorno V de z seriam — 1,
contralainyectividad de f.

Por Gltimo, €l teorema de derivabilidad de la funcion inversa en un punto es
asi aplicable en cada punto de f (2), de maneraque f ! € H(Q) yaque f ! es
derivable en cadapunto de f (£2), y su derivadaviene dada, como ya sabiamos, por
laférmula del enunciado.

Observacion. Paraque unafuncion holomorfaseainyectivaescondicion necesaria
pero no suficiente que la derivada no se anule en ningun punto. Por g emplo, la
funcion exponencial tiene derivada no nula en todos los puntos sin ser inyectiva.
Tal como sucede en €l caso de funciones de varias variables reales, en €l reciproco
solo sellegaaun resultado local, que es unaligeramejoradel “teoremal — 1.

Teorema9.17. (Teoremalocal delafuncioninversa). Sea f unafuncion holomorfa
en un abierto no vacio arbitrario Q. Sean zy € Q, wo = f(z9), f'(z9) # O.
Entonces existen entornos abiertos V, W de zy y wq respectivamente, tales que
f aplica biyectivamente V sobre Wy (f|y)™! : W — V es holomorfa en W.
Precisando mas:

Tomemos cualquier disco D = D(z; r) tal que
(x) DcQ,
(xx) f(2) —wonoseanulaen D \ {z).
Poniendo entonces

o =min{|f(2) —wo| : |Z— 2| =r} = d(wo, f(9D)),
W = D(wo; 0),
V=DnflW)={zeD:|f(2) —wol <o)},

se verifica:

(L) f:V — W biyectivamente,

(2) f'(z) #0paracadaze V;

3) (fly)~t: W — V esholomorfa.

Demostracion. Notese que siempre existen discos D = D(zp; r) para los que
se cumplen las hipotesis (x) y (x*), pues en caso contrario encontrariamos una
sucesion de puntos z, € 2\ {zo} con limite zg de maneraque f (z,) = wo = f(2o)
paratodo n, y resultaria f'(zg) = 0.

(1) Evidentemente f (V) € W, luego paraprobar que f aplicabiyectivamente
V sobre W basta ver que paracada w € W existeun z € V y solo uno tal que
f(z2) = w, 0 equivalentemente, que paracada w € W el nimero de ceros de la
funcion f(z) —wenV seal.
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Tomemos, pues, w € W = D(wy; 0). Por hipotesis, el nUmero de ceros de
f(z2) — wo en D esexactamente 1, y S y eslacircunferenciade centro zp y radio
r orientada positivamente, paracadaz € sopy = aD,

1(f(2) —w) — (f(2) —wo)| = |w —wo|l <0 =|f(2) —wol,

luego por € teorema de Rouché f (z) — w tiene un cero simple en D, que estara
enV porques f(z2) =w, |f(2) — wo| = |lw — wo| < 0.

(2) Como larestriccibn de f aV esinyectiva, f no es constante en ninguna
componente conexade V, conlo cua f esabierta. Denotando por comodidad con
f~1 lainversa de larestriccion de f a V, esto significaque f1 : W — V es
continuay, de paso, implicaque V esconexo por serlo W. S aplicamos €l teorema
global delafuncion inversa, necesariamente f'(z) # O paratodoz € V.

(3) Basta tener en cuenta que, segin acabamos de ver, f 1 : W — V es
continuay f'(z) # Oparalosze V.

Teorema 9.18. (Representacionesdelafuncioninversa). Sea f una funcién holo-
morfa en un abierto no vacio arbitrario Q2. Sean zg € @, wo = f(z9), f'(z9) # O.
Consideremos un disco D = D(z; r) tal que

(x) DCQ,

(%) f(2) —wonoseanulaen D \ {z).

Sea, como antes,

o =min{|f(2) —wo| : 12— 2| =r} = d(wo, f(9D)),
W = D(wo; 0),
V=DnflW)={zeD:|f(2) —wol < o).

Llamando y a la circunferencia de centro zy y radio r orientada positivamente,
siempre que |w — wg| < o Se verifica

1,1 / zf'(2 -
@ ) = 271 J, f(2) —w az,
IR < N I z f'(2) Y
2) f(w) = ;0 [2m ) =g dz} (w — wo)";
-1 = 1 dn_l n n
3) P =2+) |5 @@  @-w
n=1"" =7y
donde v (z) = T (férmula de Lagrange para la inversion de una
f(Z) — Wo

serie) .
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Demostracion. El ciclo formado por ¥ es homologo a0 respecto de 2: los puntos
de D son los Unicos con indice no nulo respecto de y .

(1) Dado w € W = D(wo;r), hemos probado anteriormente que hay un
Gnico puntoa € D = D(zg; r) tal que f(a) = w. Ademas, paracadaz € 0D es

| f(2) — wol > 0 > |w — wo,

luego a es el (inico punto en D parael que f(a) = w.
Por consiguiente, lafuncion

esmeromorfaen 2, notienesingularidades sobre sop y y a eslalnicasingularidad
con indice no nulo (= 1) respecto de y. Aplicando el teorema de los residuos,

1 z ' (2) B _
27 /y f(2) —w dz = Res(g; ).

Puesto que

af’(a) =a,

|Im[(Z—a)g(Z)]—“m<f()_f() f(Z)> f()

g tiene en a un polo simple (o una singularidad evitable st a = 0); en cualquier
caso, Res(g; a) = ay asi

1f ARE dz=a= f Y(w).

2ni J, (2 —w

(2) Teniendoen cuentaquesi z € sop y, entonces| f (z2)—wg| > 0 > |w—wo|,
desarrollando en potencias de w — wq €l integrando de (1) e integrando término a
téermino como de costumbre obtenemos la igualdad deseada.

(3) Integrando por partes, paran > 1 resulta

1 z1'(2) L 1 /‘ dz
2ni J, (f(2 —wo)™1 27in J, (f(2) — wo)"
y estaUltimaintegral podemos calcularlaatravés del teoremadelos residuos, pues
el integrando presenta una Unica singularidad en zy, que es exactamente un polo

deordenn,y asi
1
Res :
((f(z) ~wo)" ZO)

1 d"t /1 (z—2z)"
(n — 1)! |:dzn—1 ((f(Z) — wO)n):|z=zo

Znin/y (f(2 —wo)"

3|I—‘ S|k
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Ejemplo. SeaQ2 = C, f(2) = z€*, 20 = 0, wg = f(z) = 0. En este caso
f(z) = wo = 0 sdlo paraz = 0, luego para cualquier r > 0 €l disco D(zp; r)
cumple (%) y (xx). Como

o=min{|f(2) —wo| : 12— 2| =1} = min{|z€*| : |z| =T}
=min{r €®?: |zl =r}=re™",
el valor maximo parap seobtienesir = 1, encuyocasop = e L.

El desarrolloenseriede f =1 : D(0; 1/e) — D(0; 1) se hallamuy facilmente
por e método de Lagrange, puesahoray(z) = e %y

dn—l
[ (w<z)”)] (e,

n—1
dz =24

con lo cud

o) -1 H,n-1
_ (=D *n 1
ftw) =) ", =
(w) 2 o w lw| < 5
(Laserie tiene radio de convergencia 1/e).

NOTA. EnMarkushevich, A.1.: Theory of Functionsof a Complex Variable(\Vol. I1).
Prentice-Hall, Englewood Cliffs, N.J. (1965), p. 94 y ss., pueden verse gjemplos
muy interesantes de aplicaciones de la formula de Lagrange a estudio de los
polinomios de Legendre y de la ecuacion de Kepler parala anomalia excéntrica.

9.9 EJERCICIOSRESUELTOS

Comenzaremos por aplicar el teoremadelosresiduosal calculo deunaintegral
real.

Ejercicio. Estudiar la existenciay, en su caso, calcular e valor de

f*oo X senx
dx.
oo X24+4x+20

Respuesta. El integrando es una funcion (llamémosle g) definida y continua en
todo R. Sin embargo no es unafuncion integrable-Lebesgue en R, puessi |o fuese

) ., : ., senx
lo seriatambién (comparando por cociente) lafuncion — gue ya sabemos que

no es integrable-L ebesgue en R.
Laintegral tiene sentido como integral impropia, convergente por €l criterio
de Abdl: “si ¢ es una funcién impropiamente integrable en un intervalo (a, b) y
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Y es unafuncidon mondtonay acotada en dicho interval o, fab @ Y esconvergente’.
2

sen x

En nuestro caso4g (: cpi))paracp(x) = Y(X) = 21 X120 ; puesto
X (X +

que ¥’ (X) = CE 1 axT 20)2 ylimy i ¥(X) =1,  estaacotadaen Ry es

monoétona en (0, +o0), (—oo, —10); por la convergencia de la integral de ¢ en
ambos intervalos, g es impropiamente integrable en los mismos, y es integrable
(es continua) en [—10, 0]. Ensamblando estos resultados, obtenemos que g es
impropiamente integrable en R.

Detodasformas, |os cal cul os que haremos a continuaci 6n probaran quelain-

tegral tienesentido al menoscomo valor principal, esdecir, queexiste lim f g.

R— 400

Lafuncion f definida por

z€e?
Z2+ 4z + 20

f(z) =

esmeromorfaen C, y susunicassingularidadessonlospolossmples p; = —2+4i,
P2 = —2—4.

IR Si I'r es € ciclo formado por
YR camino yr U YR, donde (ver figura)

vt €[0, 7] — yr(t) = Ret € C,

D1 Yyr:te[-R, Rl — ygr(t) =t € C,
siempreque R > |py| = V20 seral'g
\ un ciclo homologo a0 en C parad que
0 Indr, (py) = 1, Indr,(pz) = 0. Pode-
R YR ZF R mos asi aplicar el teorema de los resi-

P2 duos para obtener

ze?
f =271 Res(f; =27l lim(z—
/rR i (1 Py = 2r 2> pl( P (Z— p)(Z— p2)

1 i : 1 .
— 27i - o e—4—2| — | = ; 9_4_2|.
7l (2 + 4) ( 5 —|—I) T

Pero
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y puesto que limg_, 4« (R? — 4R —20) = +o00, existiraun Ry > +/20tal que, para
todo R > Ry, R? — 4R — 20 > 0; siempre que R > Ry podremos poner, pues,

f f' = /n f(ReYH Ri €' dt
YR 0

sf | f(ReY| Rt
0

R.-R b4 . RZ b4
< IRel dt / e—Rsentdt.
- R2—4R—20/ R2 —4R - 20
Dado que parat € (0, ) es _lim e R¥M = oy |[e RNt = g Rsent - g0 =

R—+o0

1 e L1([0, =]), por e teorema de la convergencia dominada

lim / e Rt — 0,
0

R—+o00

(En la mayor parte de los textos, este resultado, conocido como lema de Jordan,
Se prueba sin hacer referencia a la integral de Lebesgue mediante la acotacion

2t
/ e Rty < (1— eR), deducida de la desigualdad sent > — para
0

T
O0<t< E.)
Como consecuencia,

lim / f =0,
R— 400 YR

lo que permite deducir laexistenciay valor del limite

400 R 1 )
V.P. f fx)dx = lim / f(X)dx = (——+i) e 42
—00 R—>+o00 J_R 2

y de aqui

TO X senx oo 1
dx = 3m ( V.P. f(x)dx ) = (cos2+= sen2) r e *
/_oo X2 + 4x + 20 9 ( /_oo () ) (Cos2t5 sen2)m

En e proximo gercicio aplicaremos el teorema de Rouchéy el principio del
argumento paralocalizar ceros de un polinomio en conjuntos de distinto tipo.

Ejercicio. Hallar é nimero de ceros que tiene el polinomio

Pz2)=22—(1+2)Z22—3—7i)z+8—4i

1
enlacoronaD(0;1/2,5) ={ze C: 5 < |z| < 5}.

¢Cuéantos de elos estan en el semiplano superiorH' = {ze C: Imz > 0}?
cCuéantos de élos estan en el semiplano inferior H” = {z € C : Imz < 0}? ¢Por
qué?
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Respuesta. Seag(z) = z3,z€ C.Si|z| =5,

IP(2) —9(2)| = |- (1+2)Z2—(3=Ti)z+8—4i
<|142i|-5°+|3—7i|-5+|8—4i| = +/3-25++/58-5+ /80
<3.2548.-5+9=113 < 125 = |z|® = |g(2)|,

con lo cual:
e P(2) y g(2) son funciones holomorfas en todo C que no se anulan sobre la
circunferencia{z € C : |z| = 5};
e podemos aplicar el teorema de Rouché para concluir que P y g tienen el
mismo nimero de ceros (contados segin su multiplicidad) en € interior de
dicha circunferencia, es decir, 3.

1
Seaahorah(z) =8—4i,ze C.S |z| = > ana ogamente

IP(2)—h(2)| < 1 3+f5 1 2+J5_231 1+13—|—18 5 < |8—4i| = |h(2)|
=2 2 2°874°T2°°°° - Mk

conlo cual:
e P(2) y h(2) son funciones holomorfas en todo C que no se anulan sobre la

circunferencia{ze C: |z| = %};

e podemos aplicar € teorema de Rouché para concluir que P y h tienen €l
mismo nimero de ceros (contados segin su multiplicidad) en € interior de
dichacircunferencia, es decir, O.

En consecuencia, P(z) tiene 3 cerosen lacorona D(0; 1/2, 5). (Puesto que a
lo més puede tener 3 ceros en C, se sigue que todos los ceros de P quedan dentro
delacorona).

Para ver cuantos de ellos estan en H' bastara, pues, averiguar simplemente
cua es el nimero N de ceros que tiene P en H’. Como €l polinomio P tiene un
numero finito de ceros, ss M esel maximo delos moédulosdetodoséellos, los N que
estén en H’ quedaran en € interior del ciclo I'r formado por € camino yr U ¥R,
donde (ver figura)

yr:t €[0, 7] - Re' e C;
YR iR Yyr:te[-R, Rl >t eC,
y R escuaquier valor mayor que M.
Por consiguiente, dado que P es holo-
morfaen Q = Cy triviadlmente I'r ~ 0 (C),
sl P no se anulaen el soporte de I'g, podemos
R hallar N aplicando |a versibn geométrica del
principio del argumento.

Y

%
YR
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Comprobemos gue P no se anula en sop I'r. Por la eleccion de R, es obvio
gue P no seanulaen el soporte de yr; tampoco se anulaen el soporte de g, coOmo
sevib en e Capitulo 5, Seccion 5.4.

Asi pues, siempreque R > M setendra

N = Indpogrupr) (0),
y en consecuencia también

N'=_lim Indeogruye (0),

gue nos llevaramas facilmente al calculo de N.

Esinmediato comprobar (jcomprobar!) que Po(yrUYR) = (Poyr)U(PoyR)
yque Aarg(P o (yrU ¥Rr)) = Aarg(P o yr) + Aarg(P o ¥R). Aplicando €l
razonamiento del final de la Seccion 5.4 a nuestro polinomio P,

lim Aarc P(Re'!) = 37.

R— 400 O<t<m
También se prob6 entonces que si
X(t) ;= Re(Poyr)(t) = ReP) =t3—t2 -3t + 8,
y(t) ;= IM(P o ¢yr)(t) = IMP(t) = —2t2 + 7t — 4,
se obtenia, para valores “ suficientemente grandes’ de R,

AARG (P o YRr)(t) = m + arctg M — arctg y=R)

X(R) X(=R)’

de donde se sigue que

lim, AarsPoyR® =

lo que unido alo anterior permite concluir que

27N = 27 - RIIm INdpo(yruyr) (0) = 3 + 7 = 4,

esdecir,que N = 2.
Como P tiene 3 ceros, ninguno de ellos real, esto implica que € nUmero de
cerosde P en H” es necesariamente 1.
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