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Rev. Real Academia de Ciencias. Zaragoza. 57: 67–87, (2002).

1 Introducción

(George Friedrich) Bernhard Riemann (1826-1866), nació el 17 de septiembre de 1826

en Breselenz, cerca de Hannover. Hijo de un pastor luterano que se ocupó personalmente

de la educación de su hijo durante los primeros años y lo instruyó en materias como

aritmética, geometŕıa e historia.

Riemann queŕıa seguir los pasos de su padre y estudió filosof́ıa y teoloǵıa en Göttin-

gen, pero los cursos que siguió del gran Gauss le llevaron muy pronto al estudio de las

matemáticas. Incluso redactó su tesis doctoral bajo la dirección de Gauss.

Estudió un año en Berlin con insignes matemáticos como Jacobi, Steiner, Eisenstein

y con el que (posiblemente) tuvo una influencia decisiva en sus investigaciones relativas a

la teoŕıa de los números, nos referimos a P.G.L. Dirichlet.

Riemann fue uno de los fundadores de la teoŕıa de las funciones anaĺıticas. Hizo

contribuciones importantes en materias como geometŕıa, f́ısica matemática y muy espe-

cialmente en teoŕıa de los números, por las notables consecuencias que ha tenido su famosa

hipótesis [32]. Las páginas que siguen sólo pretenden ser un breve esbozo de algunas de las

Figura 1: Bernhard Riemann
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Figura 2: Biblioteca de la Universidad de Göttingen (alrededor de 1854)

propiedades relativas a la denominada función zeta de Riemann y su relación con ciertos

problemas de la teoŕıa de los números.

2 De Euler a Riemann

Desde Euclides (año 300 a. C.) se sabe que la sucesión de números primos es infinita.

En 1737 Euler demostró que
∑

n 1/pn diverge, lo cual conduce a otra demostración de

la existencia de infinitos números primos. Uno de los más notables descubrimientos de

Euler fué la siguiente fórmula
∑∞

n=1 n−2 = π2/6. La observación de Euler (1749) de que

el producto

(2.1)
∏

p

{1 − p−s}−1 =
∞∑

n=1

n−s, s > 1

donde p recorre todos los números primos p y n los naturales, será el comienzo de las

investigaciones de Riemann en esta dirección.

A Riemann la fórmula de Euler le pareció realmente admirable. Entre los más de

100 años que hay desde el descubrimiente de esta fórmula por Euler y el interés de Rie-

mann por ella, la mayoŕıa de los matemáticos la consideraban como una mera curiosidad.

Resulta dif́ıcil ver como esta representación en producto puede ayudar a establecer un

planteamiento anaĺıtico para la función π(x), esto es, la cantidad de números primos en

el intervalo [1, x]. La distribución de los primos es realmente obstrusa.

Riemann se interesó, entre otros temas, por la distribución de los números primos. Se

plantean inmediatamente numerosas preguntas como son: existencia de infinitos números

primos; determinación de fórmulas que permitan obtener los números primos; distribución
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de los mismos en otras sucesiones distintas de la de números naturales; medida de los

intervalos entre dos primos consecutivos; etc.

En 1849 A. de Polignac conjeturó que para todo número par 2n hab́ıa infinitas parejas

de primos cuya diferencia era 2n. El caso n = 1 corresponde a la famosa conjetura de

los primos gemelos. La pregunta que nos hacemos aqúı es ¿ existen infinitos primos p,

tales que p + 2 sea también primo?. Una caracterización de los primos gemelos la da

Clement [7]. Sea n ≥ 2, los enteros n y n + 2 forman un par de primos gemelos śı y sólo

si 4[(n − 1)! + 1] + n ≡ 0 (mod n(n + 2)).

Para cada x > 1, denotamos por π2(x) al número de primos p ≤ x tales que p + 2

es a su vez primo. La conjetura es que π2(x) → ∞ cuando x → ∞. V. Brun obtiene los

primeros resultados no triviales relativos a esta conjetura (ver [29]) y demuestra que la

serie
∑

n 1/pn restringida a los primos gemelos es convergente.

Legendre y Gauss se interesaron por el problema de establecer la cantidad de números

primos que hay en un intervalo [1, x]. Legendre afirmaba que para valores suficientemente

grandes π(x) es aproximadamente igual a x/(log x − 1, 08366).

Independientemente de Legendre, Gauss (1792), calculando la cantidad de números

primos consecutivos que hay en cada mil números de la sucesión natural, afirmaba que

π(x) se diferencia relativamente poco de la integral∫ x

2
dt/ log t. Prácticamente las hipótesis de Legendre y Gauss se expresan por las

fórmulas

π(x) ≈ x

log x
, π(x) ≈

∫ x

2

dt

log t
.

Esta última integral es denotada usualmente por li x. Aplicando integración por partes

el li x se demuestra que

li x =

∫ x

2

dt

log t
=

x

log x
− 2

log 2
+

∫ x

2

dt

log2 t
∼ x

log x

aśı que π(x) ∼ li x y π(x) ∼ x
log x

, x → ∞ son equivalentes.

Chebyshev (1851) demuestra las desigualdades 0.92 ≤ π(x)
x/ log x

≤ 1.11 y deduce que si

existe el ĺımite cuando x → ∞ de π(x)
x/ log x

, entonces debe ser la unidad

(2.2) lim
x→∞

π(x) log x

x
= 1,

(en el supuesto de que dicho ĺımite exista). Es decir que se cumpliŕıa la equivalencia

asintótica siguiente π(x) ∼ x/ log x, x → ∞. Esta conjetura es la que conocemos

como Teorema de los números primos, sobre la densidad de estos entre los naturales.

La existencia del ĺımite la demostraron Hadamard y de la Vallée Poussin independien-

temente uno de otro en 1896, mediante las ideas desarrolladas por Riemann relacionadas

con la función ζ(s) para valores complejos de s. Con ello quedaba completamente de-

mostrada (2.2): la ley asintótica de distribución de los números primos. Pero que se
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verifique (2.2) o su equivalente, sólo nos dice que π(x) = x
log x

+ o( x
log x

). Nos queda por lo

tanto un resto R(x) = π(x) − x
log x

que hay que precisar.

Riemann observó que el orden de la diferencia de π(x)− li(x) depende de la ubicación

de los ceros de la función ζ(s) en la franja cŕıtica 0 < Re s = σ < 1.

En su memoria de 1859, Riemann estudia la función ζ(s) definida en {s ∈ C : Re(s) >

1} por la serie armónica generalizada ζ(s) =
∑∞

n=1 n−s, s = σ + it, σ, t ∈ R. N. Oresme

ya hab́ıa demostrado que ζ(1), la propia serie armónica, diverge. Sabemos aśı que esta

serie es convergente en la región dada y en Re(s) ≥ δ > 1 la serie está dominada término

a término por la serie absolutamente convergente
∑∞

n=1 n−δ por lo que, según el criterio

de Weierstrass converge uniformemente en {s ∈ C : Re(s) ≥ δ} y representa una función

holomorfa en {s ∈ C : Re(s) > 1}.
La conexión fundamental entre la función ζ(s) y los números primos está dada por

(2.3) ζ(s) =
∏

p

{1 − p−s}−1, s > 1

donde el producto está tomado sobre todos los números primos p.

En efecto : Si cada uno de los factores {1−p−s}−1 de la derecha de (2.5) lo escribimos

mediante el desarrollo 1+ p−s + p−2s + . . . , entonces el producto de los factores extendido

a los primos p ≤ N se puede escribir como suma de los términos de la forma n−s siendo

n divisible únicamente por los primos p ≤ N . Pasando al ĺımite obtenemos (2.3).

Veremos algunas de las propiedades que la función ζ(s) verifica, considerando ζ(s)

para valores complejos de s.

(a) La primera de ellas es que la fórmula (2.3) es válida para todo s complejo

del semiplano σ > 1, siendo además el producto infinito absolutamente convergente en

dicho semiplano. Como consecuencia, ya que ζ(s) es un producto de factores no nulos

absolutamente convergente en σ > 1, deducimos que ζ(s) 	= 0 en σ > 1. Es decir, ζ(s) no

tiene ceros en el semiplano σ > 1.

(b) La versión discreta de la integración por partes, llamada fórmula de sumación de

Abel nos va a proporcionar una versión integral de la función ζ(s) en el semiplano σ > 1.

Sea a(n) una función aritmética, a : N → C y sea f(t) una función con derivada

continua en el intervalo [x0, x]. Definamos A(t) =
∑

n≤t a(n) entonces

(2.4)
∑

x0<n≤x

a(n)f(n) = A(x)f(x) − A(x0)f(x0) −
∫ x

x0

A(t)f ′(t)dt.

Algunos ejemplos relacionados con la función ζ(s) se obtienen considerando f(x) = x−s, y

la función aritmética a(n) = 1, µ(n), |µ(n)|, Λ1(n) = Λ(n)/ log n, Λ(n), tal que la función

µ(n) se define por µ(n) = (−1)ω(n) siendo ω(n) el número de factores primos distintos del

número n y µ(n) = 0 si n es divisible por un cuadrado. La función Λ(n) es nula salvo

cuando n es una potencia de un primo p en cuyo caso Λ(n) = log p.
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Las expresiones correspondientes de A(x) son [x], M(x), Q(x), Π(x), ψ(x) [x] denota

la parte entera de x, M(x) es la función de Mertens (1897), esto es, la función sumatoria

de µ(n), Q(x) cuenta los números libres de cuadrados en [1, x] y

Π(x) = π(x) + (1/2)π(x1/2) + (1/3)π(x1/3) + . . .

y por último ψ(x) que es la función de Chebyshev ψ(x) =
∑

n≤x Λ(n).

Entonces si hacemos tender x a ∞ y Re s > 1, resulta

que en todos los casos mencionados se puede acotar de forma trivial A(x) 
 x por

lo que el ĺımite limx→∞ A(x)f(x) = 0. Se obtienen entonces las formulaciones integrales

correspondientes a las funciones siguientes ζ(s), 1/ζ(s), ζ(s)/ζ(2s), log ζ(s), −ζ ′(s)/ζ(s)

por ejemplo en σ > 1 se tiene

(2.5) ζ(s) = s

∫ ∞

1

[x]

xs+1
dx.

La siguiente propiedad muestra la estrecha relación entre ζ(s) y π(x). Para σ > 1 se

verifica

(2.6) log ζ(s) = s

∫ ∞

2

π(x)

x(xs − 1)
dx.

El teorema del número primo puede obtenerse invirtiendo esta relación, esto es, re-

solviendo la ecuación para π(x). Entonces, aparece π(x) como una integral sobre (log ζ(s))/s,

aunque la integral resultante es algo dif́ıcil de evaluar.

Si en (2.4) consideramos por función a(n) el carácter χ(n) de Dirichlet estaremos en

el caso de las L-funciones, L(χ, s).

(c) Si seguimos avanzando en el plano complejo nos encontramos con las investiga-

ciones de Hadamard y de la Vallée Poussin que demostraron que

ζ(1 + it) 	= 0, para todo t ∈ R.

(d) Podemos extender ζ(s) al semiplano σ > 0, aśı se comprueba que ζ(s) es anaĺıtica

en σ > 0 salvo en s = 1, y se representa en dicho semiplano por la relación

(2.7) ζ(s) =
s

s − 1
− s

∫ ∞

1

{x}
xs+1

dx

donde {x} indica la parte fraccionaria de x. De esta expresión precisamente, vemos que

el residuo de ζ(s) en s = 1 es la unidad y como consecuencia resulta que ζ(s) admite un

desarrollo en serie de Laurent de la forma siguiente

(2.8) ζ(s) =
1

s − 1
+ γ0 + γ1(s − 1) + γ2(s − 1)2 + . . .

donde γ0 = γ = 0, 5772157 . . . es la constante de Euler y

γk =
(−1)k

k!
lim

N→∞

[∑
n≤N

1

n
logk n − logk+1 N

k + 1

]
,∀k ∈ N.
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(d) Todav́ıa podemos prolongar anaĺıticamente la función ζ(s) a un semiplano mayor.

Obtenemos que para σ > −1, la función ζ(s) es anaĺıtica, salvo en el polo s = 1, y admite

la representación

(2.9) ζ(s) =
1

s − 1
+

1

2
− s

∫ ∞

1

x − [x] − 1/2

xs+1
dx.

3 Hipótesis de Riemann

Según hemos mencionado al principio, vemos que las cuestiones relativas a la distribución

de números primos están estrechamente relacionadas con las propiedades de la función

ζ(s) =
∑∞

n=1 n−s, s = σ + it, σ, t ∈ R.

Riemann, demostró que ζ(s) se puede prolongar anaĺıticamente a todo el s-plano

complejo, resultando una función meromorfa con un único polo simple en el punto s = 1

de residuo 1.

Teorema. La función ζ(s) es anaĺıtica para todo valor de s salvo s = 1, donde

existe un polo de la función de residuo 1. Se satisface la ecuación funcional

(3.1) ζ(s) = 2sπs−1 sin(
πs

2
)Γ(1 − s)ζ(1 − s).

Esta ecuación se puede demostrar usando varios métodos, algunas de las demostra-

ciones pueden encontrarse en el libro de Titchmarsh. Una de ellas depende de la fórmula

de sumación de Euler. Otra depende de la fórmula de sumación de Poisson

(3.2)
∞∑

n=−∞
f(n) =

∞∑
n=−∞

∫ ∞

−∞
f(x) cos 2πnxdx.

Una demostración original de Riemann (entre otras), parte de la relación∫ ∞

0

x
1
2
s−1e−n2πxdx = Γ(

1

2
s)n−sπ− 1

2
s.

Lo que conduce a

(3.3) ζ(s) = π
1
2
sΓ−1(

1

2
s)

∫ ∞

0

x
1
2
s−1θ(x)dx, (σ > 1).

Para x > 0, se sabe que 2θ(x) + 1 = 1√
x

(
2θ( 1

x
) + 1

)
siendo θ(x) =

∞∑
n=1

e−n2πx. De (3.3) se

deduce

π− 1
2
sΓ(

1

2
s)ζ(s) =

1

s(s − 1)
+

∫ ∞

1

(x− 1
2
s− 1

2 + x
1
2
s−1)theta(x)dx

y la integral converge para todo s, aśı la fórmula se verifica, por prolongación anaĺıtica,

para todo valor de s. Cambiando a la derecha s por 1− s se obtiene la ecuación funcional

en la forma

(3.4) π− 1
2
sΓ(

1

2
s)ζ(s) = π− 1

2
+ 1

2
sΓ(

1

2
− 1

2
s)ζ(1 − s).
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La ecuación funcional se escribe también en la forma ζ(s) = χ(s)ζ(1 − s) s = σ + it,

(3.5) χ(s) = 2sπs−1 sin(
πs

2
)Γ(1 − s) = πs− 1

2
Γ(1

2
− s

2
)

Γ( s
2
)

y χ(s)χ(1− s) = 1 si ξ(s) = 1
2
s(s− 1)π− s

2 Γ( s
2
)ζ(s), entonces se verifica ξ(s) = ξ(1− s)

siendo Γ(s) la función Gamma de Euler, que en forma integral es

Γ(s) =

∫ ∞

0

e−tts−1dt, Re s > 0.

El propio Euler obtuvo un caso particular de la ecuación funcional y evaluó ζ(s) para

s entero positivo par y para s entero negativo impar. (ver Ayoub [2]).

De la la ecuación funcional se deduce que en el semiplano Re s < 0 la función ζ(s)

sólo tiene los ceros triviales s = −2n, n ∈ N. Para valores enteros de s sabemos que

ζ(0) = −1/2 y para m entero no nulo resulta ζ(−2m) = 0; ζ(1 − 2m) = (−1)mBm

2m
,

(m = 1, 2, 3, . . .)donde los coeficientes Bm son los del desarrollo

s

es − 1
= 1 − 1

2
s +

B1

2!
s2 − B2

4!
s4 + . . . , |s| < 2π.

Aśı queda por estudiar la parte más problemática del plano, la denominada franja

cŕıtica, 0 < σ < 1, t ∈ R. Riemann en su memoria afirma

(1) ζ(s) tiene infinitos ceros complejos que están en la banda cŕıtica, que son simétricos

respecto de las rectas Re s = σ = 1/2, y Im s = 0.

(2) Si denotamos por N(T ) al número de ceros de ζ(s) en el rectángulo 0 ≤ Re s ≤ 1,

0 < Im s ≤ T , entonces N(T ) = (T/2π) log(T/2π) − (T/2π) + O(log T ).

(3) La serie
∑

|ρ|−2 converge mientras que la serie
∑

|ρ|−1 es divergente. La sumación

se extiende a todos los ceros complejos ρ = β + iγ de ζ(s).

(4) La función entera ξ(s) = (1/2)s(s − 1)π−(1/2)sΓ(s/2)ζ(s) se puede escribir en la

forma

(3.6) ξ(s) = eA+Bs
∏

ρ

{1 − (s/ρ)}es/ρ

donde A, B son constantes. El producto es absolutamente convergente y está tomado

sobre todos los ceros complejos de ζ(s).

(5) Todos los ceros complejos de ζ(s) están en la recta Re s = 1/2.

(6) Para x > 1, la función Π(x) =
∑

pm≤x
1
m

verifica Π(x) = π(x) + O(
√

x). Riemann

conjetura que para x no entero

(3.7) Π(x) = li(x) −
∑

ρ

li(xρ) +

∫ ∞

2

du

(u2 − 1)u log u
− log 2

siendo li(x) es el logaritmo integral,
∫ x

2
dt/ log t y

∑
|ρ|−2 = limT→∞

∑
|γ|≤T |ρ|−2.
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Las cuestiones (1), (3), (4) las demostró por primera vez Hadamard

[11]-[12] y fueron muy importantes en las primeras demostraciones del teorema de los

números primos. La (2) fué demostrada por Mangoldt ([26]) en 1895, y más precisamente

en 1905. Hardy [13], en 1914, demostró la existencia de infinitos ceros en la recta Re s =

1/2. La única afirmación abierta es (5), que es la conocida como Hipótesis de Riemann.

El primer paso a su demostración se debe al propio Riemann, quien demostró que ζ(s)

tiene infinitos ceros en la recta Re s = 1/2 y que casi todos los ceros de la función están

próximos a esta recta. Pero Riemann no publicó sus resultados y fué Siegel, en 1935, el

que lo descubrió entre los papeles inéditos de Riemann.

En 1900 Hilbert colocó el problema (5) en la lista de los problemas más importantes

con los que debeŕıan enfrentarse los matemáticos.

4 Ceros de la función ζ(s)

En el estudio de los ceros de la función zeta, consideramos tres aspectos, a) el número

de ceros que hay en un rectángulo de la franja cŕıtica, b) la magnitud de los intervalos

entre ceros consecutivos de la linea cŕıtica y c) la obtención de regiones de la franja cŕıtica

donde ζ(s) 	= 0.

a) Hipótesis de Lindelöf e hipótesis de densidad. En relación con la función

zeta de Riemann, Lindelöf conjetura que ζ(1/2+ it) 
 |t|ε siendo t → +∞ y ε un número

positivo arbitrariamente pequeño.

En 1912, Littlewood [24] probó que la conjetura de Riemann implica la de Lindelöf.

El rećıproco es falso.

Denotamos por ρ los zeros complejos de ζ(s), y N(α, T ) al número de tales ceros ρ,

tal que 0 < Im ρ ≤ T , Re ρ = σ > α siendo 1/2 ≤ α ≤ 1. Una condición necesaria y

suficiente para que la hipótesis de Lindelöf sea cierta es que se verifique N(α, T + 1) −
N(α, T ) = o(log T ) cuando α > 1/2, T → +∞, ( vease Backlund [3] y Littlewood [23]).

Littlewood probó que para 1/2 ≤ α ≤ 1 la siguiente estimación

N(σ, T ) 
 T

σ − 1/2
log

1

σ − 1/2

es válida uniformemente respecto de σ.

Selberg [33], obtiene una estimación uniforme respecto de σ en el intervalo 1/2 ≤ σ ≤ 1

que rebaja el exponente de T respecto a la de Littlewood,

N(σ, T ) 
 T 1− 1
4
(σ− 1

2
) log T.

Las estimaciones de N(σ, T ) son importantes en la aplicación a la resolución de ciertos

problemas. En la conjetura de Bertrand, Chebyshev demostró un resultado más fuerte

pues probó que en el intervalo (x, x+h] hay un número primo si x ≥ x0 y h ≥ 1
5
x. A partir
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de esto la pregunta siguiente es clara. ¿ Como de pequeño puede ser h = h(x) de forma que

se siga cumpliendo el postulado de Bertrand? Se comprueba que si se estudia la diferencia

ψ(x+h)−ψ(x), h < x, entonces la demostración de que en el intervalo (x, x+h] haya un

número primo, depende de la comprobación de que la suma
∑

x<p≤x+h

log p sea positiva, con

lo que se podrá afirmar que el intervalo de sumación es no vaćıo. Dicha suma depende

a su vez del número de ceros complejos en un rectángulo, por lo que este problema nos

lleva a la necesidad de tener estimaciones de N(σ, T ) de la forma

(4.1) N(σ, T ) 
 T a(1−σ) logb T, 1/2 ≤ σ ≤ 1

(a, b constantes absolutas positivas, a ≥ 2), uniforme en sigma. La estimación (4.1) con

a = 2, se conoce como

Hipótesis de densidad.

Si la hipótesis de Riemann es cierta, entonces N(σ, T ) = 0, para σ > 1/2.

b) Intervalos entre ceros consecutivos. Una de las cuestiones que se plantean, es

estudiar como están distribuidos los ceros en la linea s = 1
2

+ it, t ∈ R.

Por ello se busca estimar la diferencia entre las partes imaginarias de ceros consecutivos

de dicha linea. Sea tn la parte imaginaria del n-ésimo cero de la función ζ(s) de la forma
1
2

+ it, t ≥ 0, tal que 0 < t1 ≤ t2 . . .. Por ejemplo, los primeros valores de tj con seis

decimales son

t1 = 14.134725, t2 = 21.022040, t3 = 25.010858, t4 = 30.42487666, t5 = 32.935062,

t6 = 37.586178, t7 = 40.918719, t8 = 43, 327073, t9 = 48.005151, t10 = 49.773832 ,

(Haselgrove-Miller [16], dan los 1500 primeros ceros con seis decimales). Sea

θ = inf{α ≥ 0; tn+1 − tn 
 tαn}

aśı que tn+1 − tn < tθ+ε
n , para cada ε > 0 y n ≥ n0(ε). Hardy y Litllewood obtuvieron la

estimación con θ ≤ 1
4

en 1918. Su estimación no se mejoró hasta 1976 cuando J. Moser

[27] y R. Balasubramanian [4] obtienen θ ≤ 1
6
. A.A. Karatzuba [20] la obtiene con θ ≤ 5

32
.

A. Ivic [19], demuestra que θ ≤ 0, 15594583 . . . < 5
32

, lo que mejora la estimación de

A.A.karatzuba.

c) Regiones libres de ceros y método de Vinogradov. Una forma de abordar

el problema (5) por numerosos matemáticos ha sido obtener regiones de la franja cŕıtica

0 < σ < 1, t ∈ R, cada vez más amplias donde ζ(s) 	= 0. Ch. de la Vallée Poussin (1898)

demostró que ζ(s) 	= 0 en el dominio

(4.2) Re s ≥ 1 − A

log(|t| + 2)
, A > 0.
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En 1922 Littlewood mejoró el resultado anterior demostrando que la función ζ(s) no tiene

ceros en

(4.3) Re s ≥ 1 − A log log |t|
log |t| , |t| > e2.

Es evidente que la constante A no es la misma en cada caso. En 1936 Chudakov obtiene

para |t| ≥ 3, la región libre de ceros

(4.4) Re s ≥ 1 − A

log3/4 |t|(log log |t|)3/4
.

El método de Vinogradov-Korobov de estimación de integrales exponenciales nos per-

mite obtener regiones libres de ceros. Sea Hn el hipercubo unidad n dimensional (0, 1]n.

Para cada n-tupla b = (b1, . . . , bn) de enteros bj, sea Jk,n(b, P ) el número de soluciones

de

(4.5)
k∑

i=1

(xj
i − xj

k+i) = bj, 1 ≤ j ≤ n, 1 ≤ x1, . . . , x2k ≤ P

y sea S(a, P ) =
∑

x≤P e(a1x + . . . + anx
n). Entonces

Jk,n(b, P ) =

∫
Hn

|S(a, P )|2ke(−a · b)da

donde a · b = a1b1 + . . . + anbn. Es fácil ver que

(4.6) Jk,n(b, P ) ≤ Jk,n(0, P ) = Jk,n(P ).

El primer paso en el método de Vinogradov-Korobov es obtener una estimación para

Jk,n(P ), hallando una cota superior para el número de soluciones del sistema de ecuaciones,

cuando b = 0, lo cual después de las investigaciones de Linnik, Karatzuba y Korobov se

comprueba que equivale a calcular el número de soluciones de un sistema de congruencias.

Esta cota de Jk,n(P ) se conoce como Teorema del valor medio de Vinogradov.

El segundo paso es aplicar el Teorema del valor medio de Vinogradov para estimar

sumas de la forma
∑

n∈I e2πif(n), I = (a, b], donde f es una función real de variable

real continuamente diferenciable cierto número de veces. Obsérvese que si se elige la

función f(x) = − 1
2π

t log x, t > 0 entonces se tiene la suma
∑

n∈I n−it, I = (a, b]. Como

consecuencia obtenemos estimaciones en sumas del tipo

∑
a<n≤b

n−σ−it, 0 < σ < 1, t > 0

de la cual se deduce una región libre de ceros del tipo

ζ(s) 	= 0, si Re s > 1 − 1

logα t
, t > t1(t1 > 2), α < 1.
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que es mejor que la de Littlewood. Refinando el método se obtiene la mejor región libre

de ceros conocida.

Ivic [19], da el siguiente teorema: Existe una constante η > 0 tal que para 1−η ≤ σ ≤ 1

uniformemente en σ se tiene

(4.7) ζ(σ + it) 
 t122(1−σ)3/2

log2/3 t, (t ≥ t0).

Este resultado implica ζ(1+it) 
 (log t)2/3 demostrado en 1958 por Korobov [21] y Vino-

gradov [35]. La mejor región libre de ceros conocida por ahora σ ≥ 1−C(log t)−2/3(log log t)−1/3,

t ≥ 3. Su demostración puede encontrarse en el libro de Walfisz [36] y el resultado es de-

bido a H.E. Richert, (ver pag.226 o también en Ivic [19]). La estimación anterior aún

siendo la mejor, está todav́ıa muy lejos de la hipótesis planteada por Riemann.

5 Algunos problemas relacionados con la hipótesis de Riemann

Ya hemos visto la estrecha relación que existe entre ζ(s) y la función π(x). Veremos aqúı

que, si se supone cierta la hipótesis de Riemann, entonces, se obtiene la mejor estimación

posible para los intervalos entre dos primos consecutivos.

(a) Hipótesis de los primos consecutivos. La cuestión ahora es: ¿como están dis-

tribuidos los números primos? La distribución de los números primos es extremadamente

irregular. Conociendo el n−ésimo número primo pn, ¿ cuánto tengo que avanzar en la

sucesión natural hasta encontrar otro número primo pn+1? Esto nos lleva a la conocida

como hipótesis de los primos consecutivos. Dados dos primos consecutivos ¿de qué orden

es su diferencia? Para los intervalos entre dos números primos consecutivos, se obtienen

estimaciones asintóticas del tipo pn+1 − pn 
 pα
n(log pn)β con 0 < α < 1, β ≥ 0.

La hipótesis de Lindelöf implica la estimación para la diferencia de primos consecutivos

pn+1 − pn 
 p
1/2+ε
n para cada ε > 0 y n suficientemente grande.

C.J.Mozzochi [28] demuestra (sin hipótesis) pn+1 − pn 
 pθ
n, θ = (11/20) − δ donde

δ ≤ 1
384

= 0, 547395833 . . .. Pero si la Hipótesis de Riemann es cierta, se cumple la mejor

estimación siguiente

Teorema. Si la Hipótesis de Riemann es cierta entonces se verifica la estimación

pn+1 − pn 
 p
1/2
n log pn.

Este es el mejor resultado que se tiene en este problema suponiendo la Hipótesis de

Riemann.

(b) Distribución de los números primos. Obtener mayores regiones libres de ceros

de ζ(s) conduce a mejores estimaciones de varias funciones conectadas con la distribución

de los números primos. La evaluación más precisa del término error depende precisamente

de esas regiones libres de ceros de ζ(s), cuanto mayor es la región mejor es la estimación

de la diferencia |ψ(x) − x|; |π(x) − li(x)|.
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Gran número de problemas se pueden formular mediante las funciones de Chebyshev

ψ(x) =
∑

pm≤x log p.

Riemann estableció sin demostración en 1895, una fórmula mediante la cual se rela-

ciona ψ(x) con cierta suma sobre los ceros complejos de la función zeta, esto es

(5.2) ψ(x) = x −
∑

ρ

xρ

ρ
− log 2π − 1

2
γ − 1

2
log(1 − x−2)

siendo γ la constante de Euler, (x > 1, x 	= pm) y que demostró H. von Mangoldt en 1895.

La suma se extiende a todos los ceros complejos de ζ(s) y

∑
ρ

xρ

ρ
= lim

T→∞

∑
|Imρ|≤T

xρ

ρ
.

La forma truncada de E. Landau es la que se usa en la práctica para muchas de las

investigaciones,

(5.3) ψ(x) = x −
∑

|Imρ|≤T

xρ

ρ
+ O(

x

T
(log xT )2) + O(log x).

La propiedad de Hadamard y de la Vallée Poussin: ζ(s) 	= 0 en

la linea Re s = 1 junto con (5.2) implican que ψ(x) ∼ x, cuando x → ∞ esto es, una

forma equivalente de la ley asintótica de distribución de los números primos. Se ha de

estimar la diferencia ψ(x) − x, θ(x) − x, o equivalentemente π(x) − li(x).

Teorema. La hipótesis de Riemann aplicada aqúı nos da las estimaciones

(5.4) ψ(x) = x + O(
√

x log2 x), π(x) =

∫ x

2

dt

log t
+ O(

√
x log x).

Prescindiendo de la Hipótesis de Riemann y utilizando la mejor región libre de ceros

de la función zeta en la franja cŕıtica se deduce

(5.5) ψ(x) = x + O(x exp{−Cδ(x)})

donde C es una constante positiva y δ(x) = (log x)3/5(log log x)−1/5. Sin hipótesis de

Riemann (5.5) es la mejor estimación conocida de ψ(x). La fórmula se debe a H.E.

Richert y A. Walfisz ( [36]).

Aśı mismo para el número de primos p ≤ x se verifica

(5.6) π(x) = li(x) + O(x exp{−Cδ(x)}).

(c) Función de Möbius e hipótesis de Mertens. Consideremos la función de

Mertens M(x), esto es, la función suma de los coeficientes de la serie de Dirichlet

(5.7)
∞∑

n=1

µ(n)

ns
=

1

ζ(s)
, s = σ + it
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que evidentemente converge en σ > 1. Nos preguntamos ahora por dos cuestiones: (i) la

acotación de M(x), (ii) posibilidad de convergencia de la serie en un semiplano mayor

Respecto al primer problema es conocido que, sin restricciones de hipótesis de Riemann

o Lindelöf se verifica

(5.8) M(x) =
∑
n≤x

µ(n) 
 x exp{−Cδ(x)}

con δ(x) definida como en (5.5).

Respecto al segundo problema, mediante la fórmula de inversión para las series de

Dirichlet (fórmula truncada de Perron), se demuestra que (5.7) es además válida en todos

los puntos de la linea σ = 1.

Lema. Sea F (s) =
∑∞

n=1 a(n)n−s, absolutamente convergente en el semiplano Re

s > 1. Supongamos que |a(n)| < CΨ(n), C > 0 y siendo la función Ψ(x) monótona

creciente para x ≥ x0. Sea además

∞∑
n=1

|a(n)|
nσ


 1

(σ − 1)α

cuando σ → 1 + 0 para algún α > 0. Si w = u + iv ( u y v reales) es arbitrario, b > 0,

T > 0, u + b > 1, entonces

∑
n≤x

a(n)

nw
=

1

2πi

∫ b+iT

b−iT

F (s + w)
xs

s
ds+

+O(xbT−1(u + b − 1)−α) + O(T−1Ψ(2x)x1−u log 2x) + O(Ψ(2x)x−u),

y la estimación es uniforme en x, T, b y u con tal que b y u esten acotados.

En [34] se puede ver la fórmula desglosada según que x sea entero o no. Aplicando el

Lema a la función generatriz de la función de Möbius tenemos

∑
n≤x

µ(n)

nw
=

1

2πi

∫ b+iT

b−iT

1

ζ(s + w)

xs

s
ds + +O(

xb

Tb
) + O(

log x

T
).

Del teorema de los residuos y las acotaciones en la región libre ceros de la función zeta se

deduce

Teorema. Se verifica la relación

1

ζ(s)
=

∞∑
n=1

µ(n)

ns

en todos los puntos de la linea σ = 1.

En particular resulta que
∞∑

n=1

µ(n)

n
= 0.
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Mangoldt demuestra que esta serie es nula utilizando el teorema del número primo. Tam-

bién se verifica el rećıproco: es decir que
∑∞

n=1
µ(n)

n
= 0 implica

(5.9) lim
x→∞

M(x)

x
= 0,

y esta es una de las numerosas formas equivalentes del teorema del número primo.

Pero si se supone que la Hipótesis de Riemann es cierta entonces se mejoran consid-

erablemente ambas propiedades. Por un lado se cumple

Teorema. Para que la hipótesis de Riemann sea cierta, es condición necesaria y

suficiente que se verifique la estimación

(5.10) M(x) 
 x1/2+ε

para cada ε > 0.

Obsérvese que hemos pasado de la estimación M(x) = o(x), x → ∞ a una estimación

(5.10) mucho mas precisa. En cuanto a la convergencia de la serie, utilizando el Lema

anterior con a(n) = µ(n), F (s) = 1/ζ(s) , b > 1 obtenemos

∑
n≤x

µ(n)

nw
=

1

2πi

∫ b+iT

b−iT

1

ζ(s + w)

xs

s
ds + +O(

xb

Tb
).

La aplicación del teorema de los residuos en el rectángulo de vértices (b±iT, 1/2−σ+δ±iT )

donde 0 < δ < σ − 1/2, y teniendo en cuenta que si la hipótesis de Riemann es cierta

entonces ζ(s) 
 tε, 1/ζ(s) 
 tε para cada s con σ > 1/2 y eligiendo b = 2, T = x3,

resulta que si suponemos cierta la hipótesis de Riemann la serie
∑∞

n=1 µ(n)n−s converge

en el semiplano σ > 1/2. Como consecuencia resulta que

Teorema. La serie
∑∞

n=1 µ(n)n−s converge para σ > 1/2 si y sólo si la hipótesis de

Riemann es cierta.

La hipótesis de Mertens sobre M(x), establece que |M(x)| <
√

x obsérvese que esta

hipótesis es más fuerte que la de Riemann, de hecho la hipótesis de Mertens implicaŕıa la

de Riemann. Pero la hipótesis de Mertens fué rechazada en 1985 por Odlizco y Riele [30]

quienes probaron que

lim sup
x→∞

M(x)√
x

> 1, 06, lim inf
x→∞

M(x)√
x

< −1, 009.

(d) Problema divisor de Dirichlet e hipótesis de Lindelöf. En los problemas

divisor se estudian las funciones aritméticas que son coeficientes de series de Dirichlet

generadas por ζ2(s), ζk(s), k > 2. Estas funciones son d(n) = d2(n) que denota el número

de divisores positivos de n y está generada por ζ2(s).

La función dk(n) está generada por ζk(s), k > 2 y representa el número de formas de

expresar n como producto de k factores de enteros positivos. El caso k = 3 es conocido

como problema de Piltz.
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El problema divisor de Dirichlet trata de la estimación del término error ∆k(x), k ≥ 2

para la función sumatoria de dk(n). Cuando k = 2 se tiene

∑
n≤x

d(n) = x log x + (2γ − 1)x + ∆(x).

De la fórmula de inversión para series de Dirichlet, obtenemos la relación

(5.11)
∑
n≤x

dk(n) =
1

2πi

∫ b+i∞

b−i∞
ζk(s)xss−1ds, b > 1

con la condición de x no entero y siendo ζk(s) =
∑∞

n=1 dk(n)n−s, σ > 1. Aśı se obtiene

∑
n≤x

dk(n) = xPk−1(log x) + ∆k(x)

donde Pk−1(t) representa un polinomio en t de grado k−1 y que se puede calcular mediante

el teorema de Cauchy de los residuos. El término error está dado por

(5.12) ∆k(x) =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
ζk(s)xss−1ds + O(xε)

para 1/2 < c < 1, y ∆k(x) = o(x), cuando x → ∞.

Para k ≥ 4 la estimación del término error depende de las estimaciones de la función

zeta, y para los valores de k = 2, 3, las mejores estimaciones se han obtenido por otros

métodos diferentes.

Para el término error, el propio Dirichlet demuestra que cuando k = 2 es ∆2(x) 
 √
x.

Una extensión del método de Dirichlet da la estimación para ∆k(x) siguiente ∆k(x) 

x

k−1
k logk−2 x.

Sean αk, βk el ı́nfimo de los números ak, bk respectivamente para los cuales

(5.13) ∆k(x) 
 xak+ε,

∫ x

1

∆2
k(y)dy 
 x1+2bk+ε.

Para todo k ≥ 2 se verifican las desigualdades k−1
2k

≤ βk ≤ αk.

Problemas relacionados con ∆k(x) se pueden formular en función de los parámetros

αk, βk. Por ejemplo, la condición necesaria y suficiente para la certeza de la hipótesis de

Lindelöf es que βk = k−1
2k

, k = 2, 3, . . . (ver Titchmarsh [34]).

Para α2 la mejor estimación es la obtenida por Huxley ([17]), aśı por ahora es conocido

que 1/4 ≤ α2 ≤ 23/73.

Condiciones necesarias y suficientes alternativas para que la hipótesis de Lindelöf sea

cierta son

(5.14)

∫ T

1

|ζ(
1

2
+ it)|2kdt 
ε,k T 1+ε, ε > 0, k = 1, 2, . . .)
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